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Dreiersysteme, Vierersysteme, Fiinfersysteme 
und GréBenlehre 


Von 


J. FiscHER, Karlsruhe 
(Eingegangen am 30. Marz 1960) 


Inhaltstibersicht: 1. Willkiirliche oder bestimmbare Anzahl der Grundgré®Ben — 2. Mechanische GréBen 
der Elektrizitatslehre in der Literatur — 3. Experimentelle Definitionen von Einheiten — 4. Korrespondenzen 
(Entsprechungen) oder Gleichungen ? — Zusammenfassung. 


1. Willkirliche oder bestimmbare Anzahl der Grundgr6é8en 


Man definiert die GréBen der Elektrizitatslehre dadurch, daB man sie ableitet aus Grund- 
groBen: diese sind GréBen, die nicht mehr weiter ableitbar und von einander unabhiangig 
sind. Die Definitionen der abgeleiteten GréBen werden daher bestimmt durch die An- 
zahl der GrundgréBen. Es ist eine verbreitete Meinung (man findet sie auch in zusammen- 
fassenden Darstellungen und in Lehrbiichern), da8 man iiber die Anzahl der voneinander 
unabhangigen GréBen nichts Bestimmtes sagen k6nne, sie sei vielmehr frei wahlbar. Aus 
jeder Wahl folgt dann ein System von elektrischen und magnetischen GréBen, aus jeder anderen 
Wahl ein anderes. Fiir ein und dieselbe physikalische Erscheinung, etwa fiir den elektrischen 
Strom, gibt es zum Beispiel in einem System mit drei GrundgréBen eine GréBe: Stromstarke J™!, 
in einem System mit vier GrundgréBen eine GréBe: Stromstarke I'Y. Diese beiden GréBen 
sind definitionsgemaB GréBen verschiedener Art, es kénnen aus ihnen nicht physikalisch 
sinnvoll Summe oder Differenz gebildet werden; es ist falsch, zu sagen, die eine sei ein 
zahlenmaBiges Vielfaches der anderen, vielmehr ist ihr Quotient wieder eine physikalische 
Gr6Be, nicht etwa eine unbenannte Zahl. Das einzig Gemeinsame ist der Umstand, da8 beide 
Gré8en Attribute (Beschreibungen) derselben physikalischen Erscheinung ,,elektrischer Strom“ 
sind, und nur dieser Umstand (zusammen mit dem beschrankten Vorrat an Wortern und 
Formelzeichen) rechtfertigt es, daB fiir die zwei ganz verschiedenartigen Gré8en dennoch 
dasselbe Wort ,,Stromstarke“ und dasselbe Zeichen J beniitzt wird. 

Bei der nach dieser Auffassung freien Wahl der Anzahl der Grundgr68en hat man sich 
insbesondere nach Einheitensystemen gerichtet. Man hat bekanntlich lange Zeit in der 
Elektrizitatslehre die Einheiten dargestellt als Potenzprodukte der drei Grundeinheiten 
der Mechanik: Zentimeter, Gramm, Sekunde. Zwar stammt diese Darstellung aus einer Zeit, 
von der man mit groBer Sicherheit sagen kann, daB die Anwendung von GréBengleichungen 
kaum, dagegen die Anwendung von Zahlenwertgleichungen ganz allgemein, fast ausschlieBlich 
gebraduchlich war. Um jedoch diese Darstellung, die von den Klassikern der Physik benutzt 
wurde, mit den Begriffsbildungen der heutigen GrdéBenlehre gewissermaBen zu rechtfertigen, 
hat man Systeme von elektrischen und magnetischen GréBen gebildet, die aus den drei 
Grundgr6Ben der Mechanik: Lange, Masse, Zeit abgeleitet werden (mechanische Auffassung 
der GréBen der Elektrizitatslehre). — Die gegenwartig gebrauchlichen Einheitensysteme 
haben vier unabhangige Grundeinheiten. Sie passen zu GréBen, die aus vier GrundgréBen 
abgeleitet werden (elektrodynamische Auffassung von den Gré8en der Elektrizitatslehre), 
aber diese GroéBen sind definitionsgemaB verschieden von den Gréfen, die aus drei Grund- 
groéBen abgeleitet werden. Wiederum neue und andersartige GréBen werden definiert, wenn 
man die Forderung erhebt, daB die Anzahl der unabhangigen, nicht mehr weiter ableitbaren 
Gr6éBen fiinf oder sechs seien miisse. Es wird dann von ,,Dreiersystemen™, ,, Vierersystemen", 
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,,Fiinfersystemen usw. gesprochen, je nach vorweg gewahlter Anzahl der GrundgréBen. — 
Man erschafft mit dieser Auffassung eine fast unbegrenzte Vielfalt verschiedener GréBen- 
systeme. 

Man kann, aber man muB nicht so denken. Es gibt auch eine ganz andere Auffassung. 
Diese geht von dem Grundsatz aus, daB zuerst die GréBengleichungen aufgestellt werden 
und danach erst die Einheiten aus den vorgegebenen GréBengleichungen hergeleitet werden. 
Die Anzahl der GrundgréBen ist nicht zur Wahl gestellt, vielmehr ist eine Anzahl, die not- 
wendig und hinreichend ist, durch Anwendung bestimmter Grundsatze bestimmbar. 

Es ist klar, daB es sich dabei in erster Linie darum handeln muB, die Mindestanzahl, die notwendig ist, 
aufzufinden (man denke etwa an eine Beschreibung der Mechanik, der die physikalische GroBe: Masse fehlt 
und die nur die GréBen: Lange und Zeit kennt). Fiir weniger einschneidend, als die Unterschreitung der 
notwendigen Mindestanzahl wird man die Uberschreitung halten, die etwa durch Einftihren zusatzlicher 


Forderungen entsteht (man denke etwa an eine Warmelehre einschlieBlich Mechanik, in welcher die Warme- 
menge und die Arbeit als von einander unabhangige GréBen erklart werden). 


Eine vorangegangene Arbeit! hat sich mit den Grundsdtzen befaBt, deren Anwendung 
auf die notwendige und hinreichende Anzahl unabhangiger GroBen fiihrt. Die wesentlichen 
Grundsatze sind: In Erfahrungssditzen diirfen die empirischen Faktoren nicht willkiirlich 
durch reine (unbenannte) Zahlen ersetzt werden (Beispiel aus der Mechanik: die Gravitations- 
konstante im Massenanziehungsgesetz darf nicht durch eine unbenannte Zahl ersetzt werden) ; 
jeder Erfahrungssatz, durch den die Definition (Ableitung) einer GréBe moglich ist, ist daftir 
zu beniitzen. Verletzt man den ersten Grundsatz, so vermindert man unzulassig die Anzahl 
der von einander unabhangigen GroBen, verletzt man den zweiten, so vermehrt man sie un- 
notig. Stellt man, indem man diese Grundsatze beobachtet, die GréBengleichungen der 
Elektrizitatslehre der Reihe nach auf, so findet man, daB wer Gréfen von ernander unab- 
hangig sind. Dabei muB8 sogleich der Irrtum abgewiesen werden, da8 diese Anzahl fiir alle 
Zeiten fest stiinde. Eine VergréBerung der physikalischen Erfahrung kann sie verandern, 
namlich vermindern, wenn neue Zusammenhiange bisher bekannter Erscheinungen gefunden 
werden, oder vermehren, wenn neue Erscheinungen gefunden werden, die auf die bis dahin 
bekannten nicht zuriickfiihrbar sind. Aber gemessen an dem heutigen Stand des Erfahrungs- 
wissens, so kann man mit einem hohen Grad von Sicherheit sagen, ist die Anzahl vier vor 
allen anderen dadurch ausgezeichnet, daB sie bei Anwendung ganz bestimmter Grundsatze 
als notwendig und hinreichend gefunden wird?. 


2. Mechanische GroBen der Elektrizitaétslehre in der Literatur 


Die mechanischen Einheiten der elektrischen und magnetischen GréBen wurden etwa in 
der zweiten Halfte des vergangenen Jahrhunderts entwickelt. Haben die Klassiker der 
Physik jener Zeit die Ansicht vertreten, daB die elektrischen und magnetischen Gréfen 
mechanische GréBen seien, deswegen, weil die Einheiten durch Potenzenprodukte aus Zenti- 
meter, Gramm und Sekunde dargestellt wurden? Man miiBte eine Antwort auf diese Frage 
durch das Studium der Literatur finden kénnen. 


1 Verf., Arch, f. Elektrotechn. 45 (1960) S. 78—98. 


2 Wir betrachten als zweites Beispiel fiir die zwei verschiedenen Auffassungen den magnetischen Induk- 
tionsflu8. Zunachst die Auffassung, daB die Anzahl der Grundgré8en wahlbar ist: Fiir die physikalische 
Erscheinung ,,Induktionsflu8“ hat man nach der mechanischen Auffassung (drei mechanische Grundgr6Ben) 
zwei verschiedene GroBen definiert, die wir voriibergehend ®, und @,, schreiben wollen, und nach der elektro- 
dynamischen Auffassung eine andere GréBe, die wir ® schreiben; schlieBlich ist auch schon gefordert worden, 
da®8 die physikalische Erscheinung ,,InduktionsfluB‘‘ durch eine GréBe zu beschreiben sei, die nicht mehr aus 
anderen abgeleitet werden kénne; wir wollen sie voriibergehend ®V schreiben. Alle vier GréBen ®D,, D,,, B, BV 
tragen denselben Namen ,,Induktionsflu8", alle sind definitionsmaBig von einander verschieden, sie sind nicht 
mit einander in dem Sinn vergleichbar, daB aus ihnen physikalisch sinnvoll Summen oder Differenzen gebildet 
werden kénnten oder daB es méglich ware zu sagen, die eine sei ein zahlenmaBiges Vielfaches einer anderen. 

Nach der anderen Auffassung, daB eine notwendige und hinreichende Anzahl von Grundgré8en bestimm- 
bar ist, gilt: Es gibt eine GroBe ,,InduktionsfluB“ ®. Die verschiedenen Einheiten dieser GréBe unterscheiden 
sich von einander um Faktoren, die reine (unbenannte) Zahlen sind, jede Einheit ist ein zahlenmaBiges Viel- 
faches jeder anderen. 
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Mehrere Literaturstellen jener Zeit, in denen die GréBen der Elektrizitatslehre mehr oder 
weniger deutlich zu mechanischen GréBen erklart werden, hat U. STILLE zusammengestellt®. 
Wir fiihren drei Stellen auszugsweise hier an, von denen die erste am deutlichsten ist*. In ihr 
wird der elektrische Widerstand gleich gesetzt mit der Geschwindigkeit. Aber diese GroBe 
ist ein Vektor, der elektrische Widerstand ist ein Skalar. Im Tensorcharakter sind die beiden 
GréBen, deren Gleichheit behauptet wird, von einander verschieden. 

Zur Beantwortung der oben erhobenen Frage tragt noch folgende Uberlegung bei: 

Zu den mechanischen Einheiten gehéren unter anderem die elektrostatische CGS-Einheit 
der elektrischen Spannung [U],=1)/dyn und die elektromagnetische CGS-Einheit des 
elektrischen Stromes [J],,=1)/dyn, wobei 1dyn = 1cm-g/s? die CGS-Einheit der me- 
chanischen Kraft F ist. Fir die CGS-Gréfen (,,DreiergréBen‘‘), die diesen CGS-Einheiten 
entsprechen, gilt dann: fiir die Spannung U? = F, fiir den Strom I?, = F, das heiBt: einerseits 
das Spannungsquadrat, andererseits das Stromquadrat ist eine GréBe derselben Art, wie die 
mechanische Kraft; man kann physikalisch sinnvoll die Differenz zwischen einem Spannungs- 
quadrat und einer Kraft und zwischen einem Stromquadrat und einer Kraft bilden. Diese 

-elektrischen GréBen sind eben in der Tat mechanische GréBen. Aber das Spannungsquadrat 
und das Stromquadrat sind Skalare, die Kraft ist ein Vektor. 


Bei den ,,DreiergréBen‘‘ wird offenbar von den Einheiten auf die GréBen geschlossen. 
Dieser SchluB8 ist immer gewagt. Nur der umgekehrte ist eindeutig. 


Es muB8 ferner auffallen, daB in der Zeit der Erschaffung der mechanischen Einheiten wohl 
die Rede davon war, daB zum Beispiel der elektrische Widerstand eines Stromleiters gleich 
sei mit einer Geschwindigkeit, oder daB die Kapazitat eines Kondensators gleich sei mit einer 
Lange, da8 man aber wohl kaum die umgekehrte Ansicht vertrat, daB némlich zum Beispiel 
eine bestimmte Geschwindigkeit, etwa eine Geschwindigkeitseinheit, verkérpert werde durch 
eine Rolle Widerstandsdraht, oder daB eine bestimmte Strecke, etwa die Lange eines Kurven- 
stiickes, zu messen sei mit Hilfe der Kapazitat eines Kondensators. Die Bezugnahme der 
Elektrizitatslehre auf die Mechanik hielt man fiir unzweifelhaft gerechtfertigt, die umgekehrte 
Richtung hielt man offenbar, wenn auch stillschweigend, doch fiir bedenklich. 


Die Antwort auf die Frage, ob die GréBen der Elektrizitatslehre als mechanische GréBen 
(,,.DreiergréBen‘‘) in der Literatur nachweisbar sind, verliert entscheidend an Wichtigkeit 
angesichts der Tatsache, daB in der Zeit, in der die mechanischen Einheiten entwickelt wurden, 
die Physik von dem GréBenbegriff kaum Gebrauch gemacht hat. Seine Wichtigkeit ist erst 
durch die Arbeiten WALLoTs (seit 1922) hervorgetreten. Man darf wohl sagen: die Klassiker 
der Physik des vergangenen Jahrhunderts haben nicht beabsichtigt, GréBen zu definieren, 
sondern sie haben Einheiten entwickelt, um mit Zahlenwerten in Gleichungen rechnen zu 
kénnen. Deswegen war die theoretische Fundierung der Einheiten von geringerem Interesse 
und ihre genaue betragsmaBige Festlegung die Hauptsache. Man hat nicht mit Gréfen- 
gleichungen gerechnet, sondern mit Zahlenwertgleichungen, diese jeweils bezogen auf ein 


3 U. STILLE, Messen und Rechnen in der Physik, bes. S. 208/209. Braunschweig 1955. 

44) ,,Im allgemeinen ersieht man hieraus, daB der Quotient irgendeiner elektromotorischen Kraft dividiert 
durch irgendeine Stromintensitaét irgend einer Geschwindigkeit gleich ist.... Dieser Widerstand also mu8 
einer gewissen Geschwindigkeit gleich sein...‘‘ W. WEBER in: Abh. d. kénigl. Ges. d. Wiss. Gottingen 10 
(1862), Abh. d. math. Cl. S. 1—96. 

b) ,,...c‘est en prenant pour mesure pratique de résistance une résistance qui est représentée dans le 
systéme absolu par une vitesse de 1000 millions de centimétres par seconde, que l‘on obtient l‘ohm.. .“ 
W.TuHomson in: Congrés International des Electriciens, Paris 1881, Comptes rendus de travaux (Paris 1882) S. 42. 

Nach a) ist ein Widerstand gleich einer Geschwindigkeit, nach b) wird ein Widerstand ,,im absoluten 
System dargestellt (reprasentiert) durch eine Geschwindigkeit™. 

c) ,, The phenomena by which electricity ist known to us are of mechanical kind, and therefore they must 
measured by mechanic units or standards.‘‘ J. C. MAXWELL u. F. JENKIN in: Report of the thirty-third meeting 
of the British Association for the Advancement of Science... . London (1864) S. 131. 

In c) werden die mechanischen Einheiten damit gerechtfertigt, daB die Erscheinungen, ,,durch die 
wir die Elektrizitat erkennen‘‘, von mechanischer Art seien. Von mechanischen Gr6éBen ist nicht die Rede. 
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gewahltes Einheitensystem. Um nicht mit den Einheiten rechnen zu miissen, hat man iiber- 
haupt nur solche Einheiten als ,,System“ gelten lassen, die unter einander kohdrent sind, in 
deren Beziehungen also kein anderer Zahlenfaktor auftritt, als exakt eins. 

Es wird ja wohl haufig gesagt, das ,,elektromagnetische CGS-System“ entstehe dadurch, 
da man die Permeabilitat w zu einer reinen (unbenannten) Zahl mache, die im Vakuum den 
Wert eins hat, und das ,,elektrostatische CGS-System‘‘ entstehe dadurch, daB man dort mit 
der Dielektrizitatskonstanten e ebenso verfahre. Diese Behauptung ist auch zutreffend, wenn 
man ausschlieBlich an Zahlenwertgleichungen denkt: in der Tat ist der Zahlenwert 
{u} = 1 und der Zahlenwert {e} = 1 fiir Vakuum. In einer Zeit, in der man praktisch aus- 
schlieBlich Zahlenwertgleichungen kannte und benutzte, konnte man kaum darin einen Fehler 
finden, daB man die Permeabilitat und die Dielektrizitatskonstante zu reinen (unbenannten) 
Zahlen erklarte. Nach der GréBenlehre jedoch sind w und ¢ Proportionalitatsfaktoren von 
Erfahrungssatzen, und solche kénnen in der GréBenlehre grundsatzlich nicht zu reinen (un- 
benannten) Zahlen gemacht werden (vergl. 4). 


3. Experimentelle Definitionen von Einheiten 


Von einer experimentellen Definition wollen wir sprechen, wenn die Einheit dadurch fest- 
gelegt wird, daB eine Normalanordnung und ein Normalzustand angegeben werden. Sehr 
bekannt ist die experimentelle Definition der Ladungseinheit nach dem CouLomsschen Kraft- 
gesetz der Elektrostatik fiir zwei kleine Ladungstrager und die experimentelle Definition der 
Stromstarkeeinheit nach dem AmpEREschen Kraftgesetz fiir zwei parallele lineare Stromleiter. 

Eine solche experimentelle Definition hat die Eigentiimlichkeit, daB sie mit mehr als einer 
Form der ihr entsprechenden Gleichung vertraglich ist. Aus ihr kann daher auf die Anzahl 
der zu Grunde gelegten unabhangigen GréBen nicht geschlossen werden. Sie selbst sagt 
nichts dariiber aus, auf welche Weise sie gréBenmaBig ausgelegt werden soll, eine Aussage 
dariiber mu8 zusatzlich gemacht werden. Experimentelle Definitionen allein sind nicht 
geeignet, Einheiten eindeutig zu definieren. 


Wir betrachten zum Beispiel die folgende experimentelle Definition: 


a) Zwei Ladungstrager von vernachlassigbaren Abmessungen sind im Vakuum im Abstand 1cm von- 
einander angeordnet, die Ladungen auf beiden Tragern sind gleich gro8. Die Einheit der Ladung ist dann 
vorhanden, wenn die elektrostatische Kraft zwischen beiden Ladungstragern 1 dyn = 1 g- cm/s? betragt. 


Es handelt sich nun darum, von dieser Feststellung zu der definierenden Einheitengleichung 
zu kommen. Halt man erstens die Gleichung 


Fa 212 


2 
Erel Y 


(3-1) 


fiir eine zulassige Form des CouLomsschen Gesetzes, so erhalt man mit Q, = Q, und dem 
Vakuumwert €,.; = 1 die Einheitengleichung 


1[Q], = 1. em /dyn = —/g- cm8, (3.2) 


die man gewohnt ist, unter der Bezeichnung ,,elektrostatische CGS-Einheit der elektrischen 
Ladung* zu finden® (wir haben deswegen den Index e angefiigt). — Nach der Gréenauf- 
fassung kann aber die Proportionalitatskonstante e im CouLomBschen Gesetz nicht zur reinen 
(unbenannten) Zahl (¢,. in (3.1)) gemacht werden, und ihr Vakuumwert ist €). Wir unter- 


°> Hatte man an Stelle von (3.1) geschrieben 


212 
F= — é (3.14) 
47 Exel Y 
so hatte sich an Stelle von (3.2) ergeben 
1(Q]e = [Ole V4 7, : (3.2) 


die beiden Einheiten unterscheiden sich um den Zahlenfaktor \42. 
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legen daher derselben experimentellen Definition a) zweitens die Gleichung 


F= 1s, (3-3) 
4 EY 
und erhalten die Ladungseinheit 
W[Q]F = 1. cm fdyn- 4 & =—/g-cm?- gre, . (3.4) 


In dieser Form hat zuerst WALLoT die elektrostatische CGS-Einheit der elektrischen Ladung 
angegeben® *. Spater hat dann DE BOER vorgeschlagen$, dieser Einheit den Namen ,,Franklin“, 
Kurzzeichen Fr, zu geben: 


toh = Ol (3-5) 


In neueren Druckschriften wird die angefiihrte experimentelle Definition a) ebenso fiir 
diese Einheit (3.4,5) in Anspruch genommen, wie in 4lteren Lehrbiichern fiir die Einheit (3.2). 
Aber die beiden Einheiten (3.2) und (3.4,5) sind natiirlich nicht GréBen gleicher Art; die 
experimentelle Definition ist fiir beide dieselbe. 

Wir betrachten ferner die beiden folgenden experimentellen Definitionen: 

b) Zwei unendlich lange, parallele gerade Stromleiter von vernachlassigbarem Querschnitt und der Per- 

meabilitat des Vakuums sind im- Vakuum im Abstand von 1cm voneinander angeordnet, sie werden 

von demselben Gleichstrom durchflossen. Die Einheit der Stromstarke ist dann vorhanden, wenn die 


elektrodynamisch verursachte Kraft zwischen den beiden Leitern 2 dyn = 2 g - cm/s? fiir jeden Abschnitt 
der Lange 1 cm betragt. 

c) Zwei unendlich lange, parallele gerade Stromleiter von vernachlassigbarem Querschnitt und der Per- 
meabilitat des Vakuums sind im Vakuum im Abstand von 1m von einander angeordnet, sie werden von 
demselben Gleichstrom durchflossen. Dieser hat die Stromstarke 1 Ampere, wenn die elektrodynamisch 
verursachte Kraft zwischen den Leitern 2-10-7 N = 2-10-?kg- m/s? fiir jeden Abschnitt der Lange 
1m betragt. 


Um von diesen experimentellen Definitionen zu den definierenden Einheitengleichungen 
zu kommen, legen wir, entsprechend a), erstens die Gleichung 


_ 2 bret Ty It 
F = 2a t (3.6) 
zu Grunde und zweitens die Gleichung 
1f — BI, f,1 é. (3-7) 
2Y ; 
ju ist die Permeabilitat, diese als physikalische GréBe verstanden, My ihr Vakuumwert. 
Aus der experimentellen Definition b) erhalt man mit (3.6) die Stromstarkeeinheit 
AD Ala = 1 dyn = yg * cm ) 4 (3.8) 
Ss 


diese Beziehung wird gewohnlich als ,,elektromagnetische CGS-Einheit der elektrischen 
Stromstarke“ bezeichnet (wir haben deswegen den Index m angefiigt). 

Aus derselben experimentellen Definition b) erhalt man jedoch mit (3.7) die Stromstarke- 
einheit 


UI] = 1 dyn + 4 7]uy = —g-cm- 47[H9- (3-9) 


In dieser Form hat zuerst WaALLot die elektromagnetische CGS-Einheit der Stromstarke 
angegeben® 7. DE BoER hat vorgeschlagen®, dieser Einheit den Namen ,,Biot‘‘, Kurzzeichen 
Bi, zu geben: 

1 Bi=1{I}}. (3.10) 


6 J. WaLLot, Handbuch der Physik, hersgg. von H. GEIGER u. K. ScHEEL, Band II, Kap. 1, S. 1—41. 
Berlin: Springer 1926, hier: S. 31, und ausfiihrlich in ”. 

? J. WALLort, GréBengleichungen, Einheiten und Dimensionen. 2. Aufl., S. 54 u. f. Leipzig 1957. 

8 J. DE Borr, Ned. T. Natuurkde. 16 (1950) S. 293; 17 (1951) S. 5. 

9 J. WaLLot, Elektrot. Z. 64 (1943) S. 229—233, Gl. (30); ausfiihrlicher in 7. 
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Aus der experimentellen Definition c) erhalt man mit (3.6) die Stromstarkeeinheit 
1[7] =yN/10? = — /kg SR rip Kets Ss ae (3.11) 


mit [J],, nach (3.8). Der Einheit (3.11) hat man friiher den Namen ,,Ampere des Quadrant- 
Systems‘‘ gegeben, wir schreiben sie 


1 Lee d oso 3a 
1 Ag =— [y= 558m. (3.12) 
Aus derselben experimentellen Definition c) erhalt man mit (3.7) die andere Einheit 
1A=1)N- 42/107 uy = oe (3.13) 


das Ampere ist der zehnte Teil der Wattotschen elektromagnetischen CGS-Einheit, die Biot 
heiBt. 

Nun ist aber c) die anerkannte Definition der Stromstarkeeinheit Ampere des ,,Systems 
der Internationalen Einheiten“ (in sinngemaBer Verdeutschung des englischen oder franzési- 
schen Wortlautes der Festlegung). Man kann also diese experimentelle Definition entweder 
nach (3.11) verstehen, dann ist das Ampere auf die drei Grundeinheiten der Mechanik m, kg, s 
zuriickgefiihrt: Ay nach (3.12), oder man kann sie nach (3.13) verstehen, dann ist das Ampere 
mit den Einheiten m, kg, s und yw, dargestellt: A. Die experimentelle Definition allein ist nicht 
eindeutig, sie paBt sowohl auf das Ampere des Quadrantsystems Ao, als auch auf das Ampere 
des Internationalen Systemes A. Aus ihr erhalt man eindeutig das Ampere des Internationalen 
Systems dadurch, da8 man zum Beispiel zusatzlich angibt, daB definitionsweise die Induk- 
tionskonstante My.= 4 N/107 A? sei!®. 


4. Korrespondenzen (Entsprechungen) oder Gleichungen? 


Geht man von der im 1. Abschnitt beschriebenen Auffassung aus, die Anzahl der Grund- 
grOBen sei frei wahlbar, so entstehen je nach Wahl fiir ein und dieselbe physikalische Er- 
scheinung physikalische Gréf8en, die definitionsmaBig von einander verschieden sein kénnen, 
von denen also nicht etwa physikalisch sinnvoll Summen oder Differenzen gebildet werden 
kénnen. Man kann zunachst nur sagen: sie entsprechen einander, deswegen, weil sie die- 
selbe physikalische Erscheinung beschreiben. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die 
Einheiten, denn Einheiten sind nichts anderes, als ausgewadhlte, verabredete, konstante 
Bezugsgr6Ben. Man kann also nach dieser Auffassung zum Beispiel ein und denselben elektri- 
schen Strom ausdriicken durch die Quadrant-Stromstirke 


To = {U}o: Ao» (4.1) 
oder durch die praktische Stromstarke 
Disa deat (4.2) 
Da die beiden GréBen Ig und J verschieden definiert sind, ist ihr Quotient wieder eine physi- 
kalische GréBe, nicht etwa eine reine (unbenannte) Zahl: 
ee re 


a et eee Aho en : 
ape r (4-3) 
Gleichungen von der Art, wie (4.1) und (4.2), sind vertraglich mit 
Toe 
Ay ee (4.3) 


also damit vertraglich, daB die Zahlenwerte der beiden verschieden definierten GroBen gleich 
sind: {I}, = {I}. Im vorliegenden Fall besteht diese Gleichheit. Sie mu8 aber nicht etwa 
notwendig in jedem Falle bestehen. 


10 So zum Beispiel U. STILLE in: F. Kontrauscu, Praktische Physik, Band I, 20. Aufl., S. 11. Stuttgart 
1955. Ferner die Norm DIN 1357, Einheiten elektrischer Gré®en (1958). 
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Die Theorie, die von der Auffassung der frei wahlbaren Anzahl der GrundgréBen ausgeht, 
hat die Aufgabe, die Beziehungen aller Gréfen aller durch die Wahlen entstandenen ,,GréBen- 
systeme“ zu einander herzustellen; die Umrechnungsfaktoren sind wieder, wie in (4.3), physi- 
kalische GréBen. Die Lésung dieser Aufgabe ist nicht schwierig, aber recht umfangreich und 
fiir den praktischen Gebrauch wohl auch umstandlich. Gegenwartig werden 4 bis 5 solcher 
»GroBensysteme” in der Literatur erwahnt. Um nun nicht die groBe Menge von GréBen- 
quotienten angeben zu miissen, die wieder GrdBen sind, beschranken sich die Darstellungen, 
die von dieser Auffassung ausgehen, gewohnlich darauf, die Umrechnung der Zahlenwerte 
fiir die Zahlenwertgleichungen anzugeben™. Damit aber hat man im Grunde Verzicht geleistet 
auf die weit vollkommenere Darstellung physikalischer Sachverhalte durch GréBenglei- 
chungen: diese sind unabhangig von der Willkiir der Einheiten, Zahlenwertgleichungen 
sind das (natiirlich) nicht. Die Auffassung von der Wahlbarkeit der Anzahl der GrundgréBen 
und damit von den verschiedenen ,,GréBensystemen“ hat praktisch die Auswirkung, daB 
man wieder zu den Zahlenwertgleichungen zuriickkehrt und also den Fortschritt ungeniitzt 
1aBt, der durch die Entwicklung der GréBengleichungen erreicht wurde. 

Die Einheiten zweier GroBen, die fiir dieselbe physikalische Erscheinung verschieden 
definiert sind, entsprechen einander. Man findet diese Tatsache in vielen Lehrbiichern, 
aber auch in Druckschriften jiingster Zeit dargestellt zum Beispiel durch 


1[(Q], = 1Fr=1[Q], (4.4) 

Ads Pelee LOMA = eri (4.5) 
Das Symbol a * 6 soll gelesen werden: a korrespondiert mit 5, oder: a entspricht b. Aber 
man miBversteht das Korrespondenzsymbol +, wenn man es fiir ein mathematisches Zeichen 
halt. Es ist mathematisch nicht erklart und besagt darum auch mathematisch nichts: man 
kann nicht mit ihm rechnen. (Oft genug wird es in Rechnungen mit dem Gleichheits- 
zeichen verwechselt, im genauen Gegensatz dazu, daB es eine Gleichheit gerade nicht aus- 
driicken soll). 

Darstellungen von der Art (4.4, 5) kénnen darum nicht befriedigen. Sie sind auch ganz 
tiberfliissig, denn sie kénnen in jedem Fall durch Gleichungen ersetzt werden. Nur mit 
Gleichungen kann man rechnen, nicht aber mit Korrespondenzen. Zwischen den Einheiten, 
die in den Korrespondenzen (4.4) und (4.5) genannt sind, bestehen Gleichungen. Sie lassen 
sich aus den Ergebnissen des 3. Abschnittes ablesen: 


1[Q], 4% & os Bx rs LOS , (4.6) 
1[I],, 4 %/Ho = 1 Bi=10A = [I]. (4.7) 


Nicht nur diese, sondern auch alle anderen Korrespondenzen kann man so durch Gleichungen 
ersetzen. Man braucht dabei nur den einen Faktor 


AD ite: oe ON 
M V2 10—-7 kg - m dyn : 48) 
denn es ist der andere, in (3.4) und (4.6) auftretende Faktor 
k 
4.7% & = — (4.9) 


0 


™ 


mit dem Vakuumwert der Lichtgeschwindigkeit 
cm 
Co tae) (4.10) 


der derzeit beste MeBwert ist a ~ 2,99792- 1018. Daher gilt auch schlieBlich 
ify =—Bivs =—A-s (4.11) 
a a 
oder umgeschrieben 


1(Q)? =—(Uh-s=— (Ole. (4.11) 


11 Beide Darstellungen jedoch zum Beispiel bei U. ST1LLE3, S. 362 und 366. Den Umrechnungsfaktoren 
zwischen Zahlenwerten wird der Vorzug gegeben: S. 235. 
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in Worten: das Verhaltnis der elektromagnetischen CGS-Einheit der Ladung 1[Q]? zur elektro- 
statischen 1[Q]* ist der Zahlenwert der Vakuumlichtgeschwindigkeit, diese gemessen in 
cm/s?”. 
me der Auffassung von der freien Wahlbarkeit der Anzahl der GrundgréBen und der 
daraus entstehenden verschiedenen GréBensysteme ist der Quotient der Einheiten zweier 
GréBen, die in zwei verschiedenen Systemen fiir dieselbe physikalische Erscheinung verschie- 
den definiert sind, wieder eine GréBe (Beispiele: (4.8, 9)). Ganz erheblich einfacher werden 
die Zusammenhiange bei der Auffassung, daB die notwendige und hinreichende Anzahl der 
GrundgréBen feststellbar ist. Hat man diese Anzahl bestimmt (wir hatten sie zu vier gefunden) 
und hat man die von einander unabhangigen GrundgréBen in dieser Anzahl gewahlt, so gibt 
es fiir ein und dieselbe physikalische Erscheinung eine und nur eine sie beschreibende physi- 
kalische GroBel®. Ihre verschiedenen Einheiten kénnen sich voneinander nur durch Zahlen- 
faktoren unterscheiden, und die Einheitenverhdltnisse sind die Reziproken der entsprechenden 
Zahlenwertverhaltnisse: Sind zum Beispiel [J], und [J], Einheiten derselben physikalischen 
GroBe J, so ist natiirlich 
else 
(H.W 
Es liegt auf der Hand, da8 man bei dieser Auffassung die Umrechnung sehr viel einfacher 
darstellen und durchfiihren kann™. Hier sind eben die Einheitenbeziehungen eine Folge 
der vorher und unabhangig aufgestellten GréBengleichungen. Als Beispiele seien angefiihrt 
in leichtverstandlicher Schreibweise 
T= {A= {jn 
daher (4.13) 
(Ba _ Ulm 
(Din A 
wegen (3.9) und (3.13), ferner 
Q = ‘OFF [Q]in = {Q}, [Q]? , 
daher (4.14) 
{Q}e _ [Ql : 
{Q}m [Q]e 


wegen (3.4), (3.9) und (4.11). 


; ¢ reine (unbenannte) Zahl. (4.12) 


= 10 


=a; reine (unbenannte) Zahl 


Zusammenfassung 


Fir die Ableitung der GréBen der Elektrizitatslehre aus GrundgréBen gibt es die eine 
Auffassung, daB die Anzahl der voneinander unabhangigen GrundgréBen frei wahlbar ist, 
und die andere Auffassung, daB methodisch, durch Anwendung bestimmter Grundsatze, die 
notwendige und hinreichende Anzahl der von einander unabhangigen GrundgréBen festgestellt 
werden kann. Es werden einige Folgen dargelegt, die sich fiir die Definitionen der GréBen 
und der Einheiten aus der einen und aus der anderen Auffassung ergeben. 


Prof. Dr.-Ing. JOHANNES FISCHER, Karlsruhe, Technische Hochschule Karlsruhe 


12 Weitere Ausfiihrungen hierzu: Verf., Arch. f. Elektrotechn. 43 (1957) S. 212—214. 

18 Sofern man von Paralleldefinitionen absieht: eine solche entsteht dadurch, daB man fiir dieselbe physi- 
kalische Erscheinung zwei GréBen definiert, die sich voneinander um einen Faktor unterscheiden, der eine 
reine (unbenannte) Zahl ist, wie zum Beispiel die rational und die nicht rational definierte magnetische Feld- 
starke, deren Verhaltnis durch die reine (unbenannte) Zahl 4m gegeben ist. 

14 J. WaLLoT® 7, 9; Verf. in: Taschenbuch fiir Elektrotechniker, hersgg. von F. MoELLER, Band I, S. 255 
bis 260 (1953); Hutte, des Ingenieurs Taschenbuch, Band I, 28. Aufl. S. 253—263 (1955). 

15 Der Realist behalt sich vor zu sagen: Spannung ist Spannung, und die Ma®zahlen verhalten sich um- 
gekehrt proportional zu den Einheiten. Zum Beispiel will er sagen diirfen: 1 elektrostatische Spannungseinheit 
gleich 3-10" elektromagnetische Spannungseinheiten.‘‘ H. Kénic, Bull. Schweiz. Elektrot. Ver. 41 (1950) 
S. 625. Ebenso: K. KUprMULLER, Einfiihrung in die theoretische Elektrotechnik, Anhang: MaBsysteme, zum 
Beispiel 6. Aufl. Berlin/Géttingen/Heidelberg: Springer 1959, S. 499. 
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Elektromagnetisch-mechanische Energiewandler 
Von 


SIEGFRIED NAHRGANG, Mannheim 
Mit 19 Textabbildungen 
(Eingegangen am 10. Juni 1959) 


Inhaltsiibersicht: Elektromagnetisch-mechanische Energiewandler —- Die Wandlergesetze: Wandler 
erster Art; Wandler zweiter Art — Die Gleichstrom-Nebenschlu8maschine als elektromagnetisch-mechanischer 
Energiewandler: Leerlauf; Belastung; Laststé8e; Bestimmung von Ry und R,; Frequenzgange — Zusammen- 
fassung. 


Elektromagnetisch-mechanische Energiewandler 


Wie eine umfangreiche Literatur! zeigt, beschaftigt man sich schon seit langem mit der 
Theorie der elektroakustischen Wandler, also jener Gebilde, die in gasférmigem, fliissigem 
oder festem Medium elektrische Energie in Schallenergie und umgekehrt wandeln. Die Uber- 
einstimmung im Aufbau-der fiir elektrische Schwingungskreise giiltigen Differentialgleichungen 
mit jenen fiir mechanische schwingungsfahige Systeme hat ebenfalls schon vor geraumer 
Zeit zu Analogiebetrachtungen zwischen elektrischen und mechanischen GréBen Veranlassung 
gegeben. Es erscheint daher niitzlich, die Wandlergesetze auf einen der wirtschaftlich be- 
deutendsten Energiewandler der Starkstromtechnik, den bei modernen geregelten Antrieben 
in groBem Umfang eingesetzten Gleichstrom-Nebenschlu8-Motor anzuwenden. Die aus der 
Literatur bekannten GesetzmaBigkeiten, denen die elektromagnetisch-mechanischen Energie- 
wandler gehorchen, seien der Vollstandigkeit halber und zum besseren Verstandnis des Folgen- 
den zunachst nochmals hergeleitet. 


Die Wandlergesetze 
Elektromagnetisch-mechanische Energiewandler, nachstehend meist kurz Wandler ge- 
nannt, dienen zur Umwandlung mechanischer Energie in elektrische und umgekehrt. Ihre 


Bild 1. Wandler erster Art. 


Wirkungsweise beruht auf der Nutzung der Kraft, die auf einen stromdurchflossenen Leiter 
im magnetischen Feld ausgeiibt wird. Je nachdem, ob dieser Leiter dabei eine geradlinig 
hin- und hergehende Bewegung macht, oder als Schleife im Magnetfeld rotiert, sei zwischen 
Wandlern erster Art und Wandlern zweiter Art unterschieden. 


Wandler erster Art 


In einem homogenen stationdaren Magnetfeld der Induktion B (Bild 1) befindet sich ein 
Stab der Lange J. Er ist so aufgehangt, da8 er sich nur in der Richtung des Weges s gerad- 


1s. Literaturverzeichnis am SchluB. 
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linig hin- und herbewegen kann. B, / und s sollen senkrecht aufeinander stehen. Wird der 
Stab von einem Strom J durchflossen, so ist die auf ihn ausgeiibte Kraft bekanntlich 


Said (1) 
Sie ist eine Wechselkraft, wenn der Strom gemaB 

dS rere (2) 
als sinusférmiger Wechselstrom angenommen wird. Die Auslenkung der hin- und hergehenden 
Bewegung ist dann 

$= 8, (3) 
und die zwischen den Enden des Stabes durch Induktionswirkung hervorgerufene elektrische 


Spannung 


d ; 5 
U= Bly = wjo%d*, (4) 


wobei Bl = w, gesetzt ist. Die GréBe ist eine Geratekonstante und wird kiinftig Wandler- 
konstante erster Art genannt. 

Der Stab ist belastet mit einer Masse m, einer wegproportionalen Riickstellkraft (Feder) 
mit der Federsteife /, und einer geschwindigkeitsproportionalen Reibung mit dem Reibungs- 
koeffizienten 7,. Dann lautet die Gleichung der Bewegung 


d?s ds 
Weg) tt add See ge (5) 
daher 
$ : : 
T=" (—a'mt+tjon +h. (6) 
1 


Von der elektrischen Seite aus gesehen stellt der Wandler einen Zweipol mit den Eingangs- 
klemmen 1 und 2 dar, dessen Eingangsleitwert sich aus Gl. (4) und Gl. (6) berechnet zu 


I —wm+jon+h 


V, = ioe ee jw? w , (7) 
ae 1 1 
Di = 1 Oar a echt (7a) 
h 
Der Leitwert 9), besteht aus der Parallelschaltung eines Wirkleitwertes der GréBe 
y 
G,=, 8 
see 6) 
eines kapazitiven Leitwertes der GréBe 
m 
OC =O wo (9) 
und eines induktiven Leitwertes der GréBe 
1 = a: 
Ge a we? (10) 
1 
so daB man auch schreiben kann 
° 1 . 


Bezeichnet man die Division durch das Quadrat der Wandlerkonstanten als eine Reduktion, 
so wirkt also auf der elektrischen Seite des Wandlers der reduzierte Reibungskoeffizient wie 
ein Leitwert (nicht etwa Widerstand), die reduzierte Masse wie eine Kapazitat (nicht etwa 
Induktivitat) und die reduzierte Federsteife wie der Kehrwert einer Induktivitat (nicht etwa 
Kapazitat) [1], [2] u. a. m. 
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Wandler zweiter Art 


Die Anordnung entspricht Bild 2. Eine um die Achse A—A drehbare Leiterschleife 
mit der wirksamen Drahtlange / und der Breite d befindet sich in einem radialhomogenen 
stationdren magnetischen Feld der Induktion B. 
Das System ist belastet mit einem Tragheits- 
moment J, einer dem Verdrehungswinkel proportio- 
nalen Riickstellkraft (Feder) mit der Federsteife f, 
und einer der Winkelgeschwindigkeit der Verdrehung 
proportionalen Reibung mit dem Reibungskoeffi- 
zienten 7p. 


Ein durch die Leiterschleife flieBender Strom J 
bringt das Drehmoment 


M=BI<1 (12) 


hervor. 

Ist J ein Wechselstrom der Frequenz mw, so 
ist M ein Wechselmoment der gleichen Frequenz, 
das periodisch hin- und hergehende Bewegungen um 
den Winkel 


Se ei vt (13) Bild 2. Wandler zweiter Art. 


verursacht. Hierdurch wird durch Induktionswirkung an den Enden der Leiterschleife die 
elektrische Spannung 


U = Bi~ a (14) 
hervorgerufen, wobei 
Q=> = HG Ope (15) 
die Winkelgeschwindigkeit und 
= = — way ef! (16) 


die Winkelbeschleunigung ist. 
Auf dem gleichen Weg wie beim Wandler erster Art erhalt man den an den elektrischen 
Eingangsklemmen des Wandlers auftretenden Leitwert zu 


SA ae h 2 
Dabei ist 
d 
Deh, 4 (18) 
die Wandlerkonstante des Wandlers zweiter Art. 
Der Leitwert besteht aus der Parallelschaltung eines Wirkleitwertes der GréBe 
V 
G2 we (19) 
eines kapazitiven Leitwertes der GroBe 
J 
oC, =a ue (20) 
und eines induktiven Leitwertes der GréBe 
1 1 
iy eae ee 
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Es wirkt also wiederum auf der elektrischen Seite des Wandlers der reduzierte Reibungs- 
koeffizient wie ein Leitwert, das reduzierte Tragheitsmoment wie eine Kapazitat und die 
reduzierte Federsteife wie der Kehrwert einer Induktivitat. 

Die hier gezeigten Entsprechungen gelten nicht nur fiir sinusférmig schwingende Be- 
wegungen, Stréme und Spannungen, sondern ganz allgemein fiir beliebige Zeitgesetze [1]. 

Die mechanischen und elektrischen GréBen werden in der Praxis oft in folgenden Ein- 
heiten gemessen: 


Masse m in kg 
Federsteife jf, in kp/m 
Reibungskoeffizient 7, in kp s/m 
Tragheitsmoment J in kp m s? 
Federsteife f, inkpm 
Reibungskoeffizient 7, inkpms 
Induktion B in V s/m? 


Lange 7 und Durchmesser d inm. 


Dann ergeben sich die Einheiten fiir die 


Wandlerkonstante erster Art w, in V s/m 


und die 
Wandlerkonstante zweiter Art w, inVs. 


Statt des Tragheitsmomentes wird meist das Schwungmioment G D? benutzt?. Dabei ist 


GDP 4% J, 


mit 
m 
gf = 


Das Schwungmoment wird gemessen in kp m?. 

Dabei ist kg die Masseneinheit Kilogramm, kp die Krafteinheit Kilopond und 6 = 9,80665 
exakt, aufgerundet f ~ 9,81. 

Beniitzt man die oben zu den einzelnen GréBen angegebenen Einheiten, so erhalt man die 
elektrischen ErsatzgréBen: die Kapazitat in Farad, die Selbstinduktion in Henry, den Leit- 
wert in Siemens nach folgenden Zahlenwertgleichungen: 

fiir den Wandler erster Art 


C,= wa ; (22) 
Le ce (23) 
. hep 
Y. 
G,= wo B (24) 
und fiir den Wandler zweiter Art 
. Ii G D* 
Een A Regi? (25) 
we 4 : 
| Be ee 
ae se arout a) 
DP 
es aera i (27) 


Die Wandlerkonstanten w, und w, miissen, da sie Geratekonstanten sind, von Fall zu Fall 
ausgemessen oder berechnet werden. 

Ein Beispiel fiir einen elektromagnetisch-mechanischen Energiewandler erster Art ist 
das Tauchspulsystem eines elektrodynamischen Lautsprechers, wihrend alle Gleichstrom- 
NebenschluBmotoren Wandler zweiter Art sind. 


* Einer allgemeinen Ubung folgend ist hier das Schwungmoment mit GD? bezeichnet. Dabei ist G das 
Gewicht und D der Tragheitsdurchmesser des betreffenden Kérpers. In allen anderen Fallen ist in dieser 
Arbeit mit G der elektrische Leitwert gemeint. 
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Die Gleichstrom-NebenschluBmaschine als elektromagnetisch-mechanischer 
Energiewandler p 

Fir eine Gleichstrom-NebenschluBmaschine gelten offenbar alle Bezichungen, die fiir den 
Wandler zweiter Art abgeleitet wurden. Sieht man von den Nebeneffekten ab, so ist — kon- 
stante Erregung vorausgesetzt — das entwickelte Moment M proportional dem Anker- 
strom I ,, also 

M=hk, I, 
und die induzierte elektrische Spannung U ist proportional der Drehzahl m bzw. der Winkel- 
geschwindigkeit Q, also 
U=k,Q=k,-220; 

k, und k, sind gleich groB und haben die Bedeutung der Wandlerkonstanten w,. Zur Verein- 
fachung wird im folgenden bei der Wandlerkonstanten der Index 2 weggelassen: w, = w. 
Man erhalt dann 


M=vwlI, (28) 
und 
U = wil. (29) 
Fiir einen gegebenen Motor oder Generator 1aBt sich w experimentell leicht bestimmen aus 
U U 
sda pa Pag (30) 


Dabei darf allerdings nicht vergessen werden, daB die so gefundene Wandlerkonstante 
nur fiir diejenige Induktion B (also diejenige Erregung) gilt, fiir die sie gemessen wurde. Die 
Wandlereigenschaften werden andere, sobald sich die Erregung dndert. Mit ihr andert sich 
sozusagen der Ma8stab, in dem die mechanischen GréBen auf die elektrische Seite abgebildet 
werden. 

Leerlauf 


Der ideal leerlaufende Motor ist ein Energiewandler, der auf der mechanischen Seite nur 
mit dem Tragheitsmoment (Schwungmoment) seines eigenen Ankers belastet ist. Als elek- 
trische Eingangsklemmen sind die Ankerklemmen anzusehen. An ihnen erscheint das Schwung- 
moment des Ankers als Kapazitat. In Reihe damit liegt der Gesamtwiderstand des Anker- 
kreises. Man kommt so zu dem Ersatzbild Bild 3. Hier und auch bei den folgenden Ersatz- 
bildern sind rechts der strichpunktierten Linie alle 5 
Elemente eingezeichnet, die in Wirklichkeit mechani- g 
scher Art sind und durch den Wandler ins elektrische 
,ubersetzt‘’ werden, wahrend sich links dieser Linie ae 
alle elektrischen Elemente befinden. Es ersetzt also === | | 
Cy das G D? des Ankers, R, ist der Ankerkreiswider- 
stand, S ein Schalter und U, die Spannung der Anker- kite 2h re 
spannungsquelle. U, ist die im Anker des Motors 
induzierte Spannung. Sie stimmt tberein mit der Spannung, auf die sich der Konden- 
sator C,, aufladt. 

Nach Gl. (29) errechnet sich daraus die Drehzahl 

n= ea bzw. Gare (31) 
W 27 w 
U; ist also in einem anderen MaBstab gleich der Drehzahl. An Hand des Ersatzbildes 1aBt 
sich der Leeranlauf des Motors sofort iibersehen. Wird der Schalter S eingelegt, so steigt die 
Spannung U, am Kondensator bekanntlich nach dem Exponentialgesetz 


t 
eae r), (32) 
wobei ¢ die Zeit und T = R, Cy, ist. C,, wird aus dem Schwungmoment des Motorankers 


berechnet nach der Gleichung 
G D? 
Ce 


4 we 
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Damit wird 
G D? 


(33) 


we 


P= hi, Cy sy er 

T hat die Dimension der Zeit und wird als mechanische Anlaufzeitkonstante bezeichnet. 
: in 

Der zeitliche Verlauf der Drehzahl folgt aus Gl. (32), wenn man dort beide Seiten mit 


multipliziert und U, = = mp) setzt. (Mm = ideale Leerlaufdrehzahl). Man erhalt dann die 


Drehzahl in Abhangigkeit von der Zeit zu 
t 
n(t) = all —e aa (34) 


Ebenso 1aBt sich der zeitliche Verlauf des Ankerstroms angeben. Er ist 
U 
I,(t) = = eek (35) 
Nach beendetem Anlauf hat sich der Kondensator C,, im Ersatzbild auf die Spannung U, 


aufgeladen. Die in ihm gespeicherte elektrische Energie ist 


Wi = Cy Vie (36) 


Die Bewegungsenergie im rotierenden Anker ist 
1 
Wr fh (37) 


Man kann sich durch Einsetzen leicht davon iiberzeugen, daB die elektrische Energie auf dem 
Kondensator des Ersatzbildes gleich ist der Bewegungsenergie in der Schwungmasse des 
Originals. 

Wahrend des Anlaufs wird im Ankerkreiswiderstand R, die elektrische Energie 


Wr, =JS Ry T(t) 


in Warme umgesetzt, 
Mit Gl. (35) wird daraus 


We GA ie = oo) 
Ww 1, i ee 
RA AR R, Zz 
Ns : (38) 
oO 
1 U4° Ry, Cy 1 2 
Wie ses Ry ag MA 


Ein Vergleich mit Gl. (36) zeigt, daB die wahrend des Anlaufs im Ankerkreiswiderstand 
in Warme umgesetzte elektrische Energie dem Betrag nach gleich der in der Schwungmasse 
gespeicherten Bewegungsenergie ist. Da in Gl. (38) der 


RY R 
EL Ankerkreiswiderstand R, nicht mehr vorkommt, hangt 
5 : das Ergebnis offenbar nicht von ihm ab. Es ist 
“1. x» demnach nicht méglich, durch Wahl eines ,,geeigneten“ 


YT 
ss Ankerkreiswiderstandes die Verlustenergie zu _beein- 
| flussen,vor allem zu reduzieren. 

laegeren trenicn ate Mar eps ak An dieser Tatsache andert sich auch nichts, wenn 
erreicht durch nachgestellten Ankerwiderstand. zum Anlassen des Motors ein in so feinen Stufen ver- 
anderbarer Widerstand verwendet wird, daB der Anker- 
strom wahrend des ganzen Anlaufvorganges praktisch konstant bleibt, wie nachstehende 

Uberlegung zeigt (Bild 4). 
Bei konstantem, im iibrigen beliebigem Ankerstrom I,nmimmt die Spannung am Konden- 
sator linear mit der Zeit zu nach dem Gesetz 


1 
Ccmecta! 
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Die Anlaufzeit t, ergibt sich hierfiir aus 
1 


cee eee a 
zu 
U4,C 
Le aes (39) 
A 


Damit gema8 Voraussetzung der Anlaufstrom konstant ist, muB R, in Abhangigkeit 
von # nach einer bestimmten GesetzmaBigkeit verstellt werden, die sich daraus ergibt, daB 
der Spannungsabfall iiber R, plus der Spannung am Kondensator C,, gleich der Spannung 
der Ankerspannungsquelle U, sein mu8. Wahrend der Anlaufzeit ist also 


1 
R4(t) I4 + Ci ly) 
und hieraus 
. Uy, 1 


RW) =F et 


Die im Ankerkreis in Warme umgesetzte Energie wird damit 


fa 


t 
a 1 iy 
El R(t) 14 at =(I, U,t—> 4 al (40) 


ie) 


Setzt man unter Beriicksichtigung von Gl. (39) in Gl. (40) die Grenzen ein, so findet man in 
Ubereinstimmung mit Gl. (38) 


We, = Cy U4. 

Diese Verluste sind aber ebenso groB wie sie sich auch bei festem Ankerkreiswiderstand 
ergaben., 

Es sei nun der Fall betrachtet, daB wahrend des Anlaufs nicht der Ankerkreiswiderstand R,, 
sondern die Ankerspannung U, so geandert wird, daB der Anlaufstrom bis zum Erreichen 
der Leerlaufdrehzahl konstant bleibt. (Bild 5). Dieser Fall liegt vor bei Ankerspeisung iiber - 
einen Leonardgenerator oder einen gittergesteuerten Gleichrichter. Fiir die Anlaufzeit gilt 
wieder Gl. (39). 

Die Ankerspannung gehorche dem Gesetz 


1 t 
UW=Rt+ealial, (R, ue =). 


Die Anlaufverluste sind mit Gl. (39) 
Weak lat, 


Bild 5. Leeranlauf mit konstantem Ankerstrom, 
U4Cmu (41) erreicht durch nachgestellte Ankerspannung. 


W,=R, 2 + 


Es zeigt sich, daB im Gegensatz zu den zuvor untersuchten Fallen die Anlaufverluste jetzt 
vom Ankerkreiswiderstand R, und dem Anlaufstrom J, abhangen und durch Wahl dieser 
Gr6Ben zu beeinflussen sind. 


Belastung 


Die: Belastung des Motors ist in erster Linie gegeben durch die anzutreibende Arbeits- 
maschine. Das dem Motor abverlangte Moment setzt sich aus folgenden Teilmomenten 
zusammen: 

1. Beschleunigungsmomente, verursacht durch die zu beschleunigenden Massen; 

2. Federmomente, z. B. verursacht durch elastische Kupplungen, tordierende Wellen 
usW. ; 

3. Momente, die durch die Erdbeschleunigung hervorgerufen werden, z. B. bei allen Hebe- 
zeugen; sie sind auch bei Stillstand vorhanden. 
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4. Momente, die in Reibungs- und Formanderungsarbeit ihre Ursache haben. Sie treten 
nur waihrend der Bewegung auf und verschwinden im Stillstand. Je nach der Art ihrer Ent- 
stehung bzw. der Art der Arbeitsmaschine sind sie in unterschiedlicher Weise von der Dreh- 
zahl abhangig. Das bei gleitender Reibung auftretende Moment ist, ausgenommen bei ganz 
geringen Drehzahlen, praktisch konstant. Linear mit der Drehzahl zunehmende Momente 
treten auf bei Kalandern und bei Maschinen zum Glatten und Glanzen, wahrend Ventilatoren 
ein Antriebsmoment verlangen, das quadratisch mit der Drehzahl zunimmt (Ventilatormoment) 

Ersatzbilder fiir belastete Motoren miissen diesen verschiedenartigen Belastungen und 
den dadurch hervorgerufenen Belastungsmomenten Rechnung tragen. Aus dem Abschnitt 
,, Wandlergesetze‘‘ ist zu entnehmen, daB Massen bzw. Tragheitsmomente und Riickstell- 
krafte durch Kapazitaten und Induktivitaéten abzubilden sind. Alle Wirklasten, d. h. solche, 
bei denen die zugefiihrte Energie letztlich in Warme umgesetzt wird, sind durch ohmsche 
Widerstande darstellbar. Es wurde jedoch gezeigt, daB nur eine linear von der Drehzahl 
abhangige Wirklast durch einen fiir alle Drehzahlen gleichen Widerstand ersetzbar ist. Eine 
drehzahlunabhangige Wirklast oder eine solche mit Ventilatormoment laBt sich zwar auch 
durch einen Widerstand ersetzen, er mu8 jedoch fiir jede Drehzahl einen anderen Wert haben. 
Fiir das drehzahlunabhangige Moment wird spater noch ein anderes Ersatzbild angegeben. 

Die schon im Leerlauf auftretenden Verluste durch Liiftung und Lagerreibung kénnen 
im Ersatzbild durch einen parallel zum Kondensator C,, liegenden Widerstand Ry, dargestellt 
werden. Das Ersatzbild stimmt dann mit Bild 6 iiberein, wenn dort der Widerstand R, mit 
Ry, bezeichnet wird. 

In Bild 6 ist angenommen, die Belastung sei durch einen Querwiderstand R, parallel 
zum Kondensator C,, wiederzugeben. Er berechnet sich mit Gl. (27) aus der tatsachlichen 
Belastung. Aus dem Ersatzbild Abb. 6 ist sofort abzulesen, daB sich der Kondensator C,, 
im Beharrungszustand nur noch auf die Spannung 


Ry 
Uc eB U4, Ry ale R, (42) 
aufladen. kann. Das bedeutet, daB sich bei der Belastung mit R, die Belastungsdrehzahl 
és 1 1 Rr Rr 
Ui renee jet ae pe Neg, 28 (43) 
mit 
Us 
Ti ae 


einstellen wird. Vom Kondensator C,, aus gesehen hat die Ankerspannungsquelle den inneren 


Widerstand 
Ty eG EEE, 
A Rg t+ Ry 
Damit wird die Anlaufzeitkonstante bei Belastung 
Ra 
Ug aby poe (44) 


1 seed 
Ae 


Sie ist kleiner als die Leerlaufzeitkonstante nach Gl. (33). Demzufolge verringert sich unter 
sonst gleichen Umstanden auch die Anlaufzeit. 

Der Anlaufstrom J, setzt sich zusammen aus dem Ladestrom I, und dem iiber die Be- 
lastung flieBenden Strom J,. Wird der Schalter S zur Zeit t = 0 eingelegt, so verlauft der 
Ladestrom nach der Gleichung 


U4 sis 


i pe: ace . (45) 
Mit Gl, (42) ist die Spannung am Kondensator 
SL 
Ue = Riss bi é 1) , 
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und die Drehzahl ist 


n,(t) = N° se i = a) : (46) 


Da der Belastungswiderstand R, parallel zum Kondensator C,, liegt, ist der Strom I, 


t 
eee Va ( —77 


Mit Gl. (45) ergibt sich hieraus dann der gesamte Ankerstrom zu 


t t 
ee 
L,) =x Sarge 1 ees ji, (47) 


Im einfachsten Fall wird die Belastung eines Motors mit einer Arbeitsmaschine durch 
eine Kapazitat mit parallel geschaltetem Widerstand dargestellt. Das Ersatzbild fiir einen 


Bild 6. Ersatzbild fiir Belastung mit Wirklast Bild 7. Motor belastet mit Arbeitsmaschine (Ersatzbild). 
(Belastung proportional der Winkelgeschwindigkeit). 


derart belasteten Motor zeigt Bild 7. Darin bedeutet C, das Schwungmoment der Arbeits- 
maschine. Fir die Berechnung werden C,, und C, in C sowie Ry, und R, in R zusammen- 
gefaBt, womit sich das Ersatzbild zu dem der Abb. 6 vereinfacht. 

Wird ein solcher Motor aus einem Gleichrichter mit Glattungsdrossel gespeist, so fiihrt 
dies zu dem Ersatzbild Bild 8. Man erkennt sofort, daB hier, besonders im Leerlauf, ge- 
dampfte Strom- und Drehzahlschwingungen moglich sind. 


Bild 9. Elastische Kupplung zwischen Motor und Arbeitsmaschine (Ersatzbild). 


Auch eine elastische Kupplung zwischen Motor und Arbeitsmaschine kann zu gedampften 
Schwingungen fiihren. Die beiden Kupplungshalften gehen als Kapazitaten Cx, und Cx, 
in das Ersatzbild ein, die elastische Verbindung zwischen beiden als Induktivitat L, 
(s. Bild 9). 
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Ebenfalls sehr einfach und iibersichtlich liegen die Verhaltnisse bei Widerstandsbremsung 
iiber einen Widerstand R, (Bild 10). Der Motor habe nach dem Abschalten der Ankerspan- 
nungsquelle die Drehzahl m. Daraus berechnet sich nach Gl. (31) die Ladespannung des 


Bild 10. Widerstandsbremsung eines belasteten Motors. 


Ersatzkondensators C = Cy + C, (oder bei Leerlauf C = C,,) zu Uc, Volt. Vernachlassigt 
man den die Leerlaufverluste darstellenden Widerstand Ry,, da er gegen R, und R, groB 
ist, so entladt sich der Kondensator iiber die Parallelschaltung aus (R, + R,) und R,, oder 
bei Leerlauf nur iiber (R, + R,). Die Spannung U;,(¢) am Kondensator verlauft dann 


gemaB t 
Ushi Ueye. = (48) 
mit R, (Rp + Ry) 


bei Belastung und 


bei Leerlauf, also C, = o und R,; = o0. 
Der Fall der durchziehenden Last (Kran, Aufzug usw.) bedarf einer besonderen Betrach- 
tung. Nach Gl. (12) und Gl. (18) war 
M=wl. (49) 
Auf Grund dieser Beziehung kann ein von auBen und unabhangig von der Drehzahl auch 
bei Stillstand wirkendes Moment im Ersatzbild durch einen Strom JI, ersetzt werden. Er 
berechnet sich nach Gl. (49) zu 


M 
I, =— (50) 


Ww 


und ist fiir alle Betriebszustande konstant, so lange das durchziehende Lastmoment M, 
konstant bleibt. Damit ergibt sich das Ersatzbild Bild 11. Der Strom J, stammt aus einer 


Konstantstrom- 


Bild 11. Belastung mit durchziehender Last (Ersatzbild). 


Ersatzstromquelle, die unabhangig von der GréBe des AuBenwiderstandes einen konstanten 
Strom liefert. Zur Vereinfachung sei angenommen, die beiden Widerstande Ry, und R, 
seien so groB, daB sie vernachlassigt werden kénnen und die beiden Kapazitaten Cy und C, 
seien zu C zusammengefaBt. Bild 11 geht dann in Bild 12 iiber. Bei offenem Schalter S 
ladt sich der Kondensator C auf die Spannung 
U,(t) = = ae 

Das bedeutet aber wegen Gl. (31), daB die Drehzahl m mit der Zeit linear zunimmt nach 
der Gleichung ee , 
w Cc 


n(f) = 
und gegen Unendlich strebt. 
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Eine Drehbewegung wird nicht zustande kommen, d.h. der Kondensator C (Bild 12) 
wird sich nicht aufladen, wenn dafiir gesorgt wird, daB die Punkte 1 und 2 gleiches Potential 
haben. Das ist dann der Fall, wenn unter Beriicksichtigung der eingetragenen Vorzeichen 
und der Stromrichtung die Ankerspannung U, gleich dem Spannungsabfall ist, den der Strom 
I, tiber den Widerstand R, erzeugt, also 


U,—R,1,=0. (51) 


Bei gegebenen J, ist Gl. (51) nur durch entsprechende Wahl von U, oder R, oder beider 
zu erfiillen. Die Ankerspannungsquelle wird dabei mit J, belastet und die gesamte von ihr 
abgegebene elektrische Energie im Ankerkreiswiderstand in Warme umgesetzt. 

Ist die Gl. (51) nicht erfillt, so bleibt ein positiver oder negativer Spannungsrest, auf den 
sich der Kondensator aufladt. Das bedeutet, daB sich der Motor mit entsprechender, jetzt 
konstanter Geschwindigkeit dreht. 

Wird die eben beschriebene Anordnung generatorisch iiber einen Widerstand R, gebremst 
oder, was dasselbe ist, liegt eine zusatzliche Belastung vor, die im Ersatzbild durch einen 
Widerstand parallel zum Kondensator dargestellt werden kann, so erhalt man Bild 13. Der 


Bild 12. Belastung mit durchziehender Last Bild 13. Widerstandsbremsung bei durchziehender Last 
(vereinfachtes Ersatzbild). (Ersatzbild). 


konstante Strom J, erzeugt iiber den Widerstand R, den konstanten Spannungsabfall 
R, I,, so daB die Ladespannung des Kondensators 
Uo = Rg lI, 
wird. Das bedeutet, daB sich eine konstante Drehzahl 
v2 R I 1 1 
Be a dears 


einstellt. Sie ist bei gegebenem J, um so kleiner, je kleiner R, gewahlt wird. 
Es gibt Belastungsmomente, die in weiten Grenzen von der Drehzahl unabhangig sind, 
bei Stillstand jedoch verschwinden. Solche Belastungen lassen sich im Ersatzbild (Bild 14) 


Konstantstrom— 
senke 


Bild 14. Drehzahlunabhangiges Belastungsmoment (Ersatzbild). 


durch eine Konstantstromsenke darstellen. Darunter sei ein Verbraucher (Stromsenke) 
verstanden, der unabhangig von der auBen anliegenden Spannung einen konstanten Strom J, 
aufnimmt. Er berechnet sich nach dem Lastmoment M, nach Gl. (28). 

Da der Strom J, voraussetzungsgemaB fiir alle Betriebszustande (Stillstand ausgenom- 
men) konstant ist, erzeugt er tiber den Ankerkreiswiderstand R, den konstanten Spannungs- 
abfall R, I,, der von der Ankerspannung U, in Abzug zu bringen ist. J, kann somit da- 
durch beriicksichtigt werden, daB an Stelle der wirklichen Ankerspannung U, mit der redu- 
zierten Ankerspannung 

iii Olay = ed So 


17% 


A F A hiv fu 
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gerechnet wird. Fiir den Anlauf gelten dann die Gl. (31), (32) usw., wenn man dort U, durch 
U', ersetzt. Der Ankerstrom setzt sich aus zwei Komponenten zusammen und anstatt Gl. (35) 


erhalt man fiir ihn 
i t 


Lame esy e (52) 
Lastst6Be 
Es werde der Fall betrachtet, daB ein leerlaufender Antrieb plétzlich belastet wird (Bild 15). 
Die Belastung bestehe nur aus Wirklast, sie kann also im Ersatzbild durch einen Widerstand 
R, dargestellt werden. Die Leerlaufverluste 
5 Ry y seien in R, ebenfalls enthalten. Vor dem 
Zuschalten der Last war die Spannung am 
Kondensator U, = U,. Nach dem Zuschaiten 
und nach Abklingen des Ausgleichsvorganges 
ist sie 


Rr 
Bild 15. StoBartige Belastung (Ersatzbild). U; = U4 R4 ab Ry, z 


Wahrend des Ausgleichsvorganges wird sich der Kondensator auf diese Spannung ent- 
laden und zwar iiber die Parallelschaltung der beiden Widerstande R, und R,. Die Zeit-. 
konstante TJ fiir den Entladevorgang ist demnach 


FiO Lee 
Rat Ry 
und die Spannungsénderung am Kondensator ist dem Betrag nach 
R4 
AU. =U, Fee 
Der zeitliche Verlauf ist exponentiell, man kann also schreiben 
t 
Ra Sa 
AU Le) =r, Ryans © 
Mit Gl. (31) erhalt man daraus den Drehzahlverlauf 
. t 
Rr UF Mees 
n(t) Te ue Ry ae Ry, ( : Ry e ). (53) 
Der Laststrom ergibt sich zu 
t 
Uc() } LO Reise 
Im Einschaltaugenblick (also fiir ¢ = 0) springt er auf den Wert 
= Ua 
1,(0) = 74, 
fallt wahrend des Ausgleichsvorganges ab und erreicht fiir ¢ = oo den Wert 
U4 


Der aus der Ankerspannungsquelle flieBende Strom J, ist bestimmt durch die Differenz 
zwischen Ankerspannung U, und Kondensatorspannung U,, sowie den Widerstand R as 


Er ist 
t 
1 R R a 
i = fieopens ee WN peli ST: 
a(t) Ra Uy E Ra au Rr ( = R; é ) , 


t 
U Peace 
L) =e (1 vb 


. Man findet: Der durch das plétzliche Zuschalten der Last entstehende MomentenstoB 
wird durch die Anwesenheit des Energiespeichers (Schwungrad, im Ersatzbild Kondensator) 
in seiner Wirkung auf das speisende Netz (Ankerspannungsquelle) gemildert. Wahrend das 


(55) 
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Lastmoment von Null ausgehend steil anspringt, um dann exponentiell auf den etwas kleineren 
Beharrungswert abzusinken, steigt der Ankerstrom exponentiell auf den dem Beharrungs- 
moment entsprechenden Wert an. Die Zeitkonstante des Anstiegs ist dabei abhangig von der 
Gr6Be des Energiespeichers und somit in gewissen Grenzen beliebig wahlbar. Ohne Energie- 
speicher hatte sich der Laststrom ungemindert auf die Stromquelle ausgewirkt. 

Bei gewissen Antrieben (z. B. BlockstraBen mit Reversierantrieb) kann der tatsdchliche 
Verlauf der Belastung durch periodisch auftretende LaststéBe angenahert werden. Solche 
Lastst6Be ergeben rechteckférmige Momentenkurven. 
Der zeitliche Verlauf der Stréme setzt sich dann aus 
Exponentialkurven zusammen, die sich nach Fourier 
zerlegen lassen. Nachstehend sei berechnet, wie 
weit die so gewonnene Grundwelle des Ankerstromes 
durch die Anwesenheit des Energiespeichers gedampft 
wird und mit welchem Bruchteil des urspriinglichen 
Betrages sie auf der Netzseite noch in Erscheinung 
tritt. In Bild 16 ist das Problem durch die Annahme nachgebildet, daB in Reihe mit 
dem Belastungswiderstand R, eine Spannungsquelle mit periodisch veranderlicher Spannung 


Bild 16. Periodisch auftretende Lastst6Be (Ersatzbild). 


U, =U, sinwt 
liegt. Auch der Strom J, andert sich dann periodisch. Die Ankerspannungsquelle habe den 
inneren Widerstand Null und kann daher fir die folgende Betrachtung durch einen Kurz- 


schluB ersetzt werden. Von der Spannungsquelle U, aus gesehen hat das System den Wider- 
stand 


R4 
ee 1 = ti ep ae Re 
R4 SS 
TMC 
Der Strom I, hat daher die GréBe 
ee, 
La Re (56) 
Die Spannung am Kondensator ist 
R 
C= U, (4 =) (57) 
L 
Der Strom I, flieBt itiber den Widerstand Ry. Es ist 
U 
aa (58) 
Aus Gl. (56) und Gl. (58) findet man mit Gl. (57) 
T4 1 = 
ie erat mit Thy (59) 
und 
I, | i 


iy i| yitot tT 

| . . . . 

In Bild 17 ist | tiber w T aufgetragen. Man erkennt, wie sich mit zunehmender Zeit- 
L| 


konstante T die Lastschwankungen immer weniger durch Stromschwankungen auf der Netz- 
seite bemerkbar machen. Bei w T = 3,2 sind sie auf etwa 30% des Wertes ohne Energie- 
speicher zurtickgegangen. 

Ist die Grundfrequenz der Lastschwankungen bekannt, so laBt sich aus Bild 17 entnehmen, 
bei welcher Zeitkonstanten die durch die BelastungsstéBe hervorgerufenen Belastungs- 
schwankungen im Netz auf einen gewiinschten Bruchteil zuriickgehen. Man erkennt aber: 
auch, daB die praktische Grenze bei w T = 4... 6 liegen diirfte. 


Bestimmung von R, und R, (Bild 18) 


In den Listen der Gleichstrommaschinen findet man Angaben iiber die Nenndrehzahl n, 
in Upm, die Ankerspannung U,, die bei Nenndrehzahl abgebbare Leistung Ny und den 


. ’ E : dl Archiv fiir 
246 S. NAHRGANG: Elektromagnetisch-mechanische Energiewandler Blektrotechnile 
I 


Wirkungsgrad 7. (Ohne Beriicksichtigung der Erregerleistung). Auch das Schwungmoment 
(G D®) ist angegeben. Im stationéren Zustand ist die Nutzleistung 


Nid 
und die Verlustleistung 

Ne hee 
daraus 

Ny Ry 


= = ‘ 60 
LS Ny Ny ee ep (60) 


Die aus dem Netz aufgenommene Ankerleistung N ist 

N iy 

N ==. 
n Ry Ry 


Bild 18. Ersatzbild zur Bestimmung von 
Ankerwiderstand R4 und Ersatz-Lastwiderstand R7. 


Bild 17. Dampfende Wirkung eines Energiespeichers 
bei periodischen Lastst6Ben. 


Hieraus erhalt man mit Gl. (60) den fiir Nennlast und Nenndrehzahl giiltigen Ersatz-Last- 
widerstand 


Ua op 
4 R, at Nn (61) 
und den Ersatz-Ankerwiderstand 
U4 
i, = = ee 
py a) (62) 


Hier ist unter A, der reine Ankerwiderstand zu verstehen ohne sonstige im Ankerkreis liegende 
Widerstande. Aus Gl. (60) folgt mit 


Uc rast Rr 
Uppa: RYSS 

daB 

Uc Last ae aw, Uc Last 

ie und UC, = ate 
ist. Aus Gl. (31) findet man dann 

1 60 
Mapa byp ic Vl ig (63) 


mit 


unter (2, ist diejenige Winkelgeschwindigkeit zu verstehen, bei der mit einem Wirkungsgrad 
von 7 an der Welle eine Nutzleistung von Ny Watt abgegeben wird. 


Frequenzgange 
Die Gleichstrom-NebenschluBmaschinen stellen den weitaus groBten Teil der geregelten 
Antriebe. Zur Vorausberechnung eines Regelkreises ist die Kenntnis des Frequenzganges 
jedes einzelnen Gliedes unerlaBlich. Aus den im vorHergehenden Abschnitt gezeigten Ersatz- 
bildern lassen sich die Frequenzgange fiir den leerlaufenden und auch fiir den belasteten 
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Gleichstrom-NebenschluBmotor leicht herleiten. Von Interesse fiir die Regelung sind zumeist 
die Beziehungen 


nw =={(0 4), (64) 
I, =((U,), (65) 
n= f(I,). (66) 


Geht man aus vom Ersatzbild fiir den leerlaufenden Motor (Bild 3), so ist dort die Drehzahl 
nach Gl. (31) durch die Spannung U, am Kondensator ersetzt, und an Stelle Gl. (64) inter- 
essiert 

U, = f(U,)- (67) 

Der Frequenzgang F eines Regelkreises ist definiert als Quotient aus seiner Ausgangs- 
groBe und seiner Eingangsgr6Be. Als AusgangsgréBen kénnen hier auftreten J, und Us, 
als EingangsgréBen U, und I,. Man erhalt somit die drei méglichen Frequenzgange 


Uc 
ge = ie (68a) 
ie 
Do a jee (68 b) 
I4 
: | ape (68 c) 
Aus Bild 3 ist fiir den leerlaufenden Motor abzulesen: 
1 1 
Ei carom ne ERTS (69a) 
1 
F, PC’ (69 b) 
1 
Fy=s5F (69¢) 
mit Dia oe und) 7 RCs 
Fiir den belasteten Motor nach Bild 6 findet man entsprechend 
i Rr 1 
fake ict pine (708) 
1 
SNS Soopers (70b) 
pare a 2 +p I, 
igs == Ry ae R; 1 +p Teng (70¢) 
‘ Rg Ry a 
mit Tes und T, == eae as 
Fiir den Motor mit Induktivitat im Ankerkreis nach Bild 19 ist 
ie Rr 1 
1 Rg t+ Ry 1+p7,+ Pp T2’ 7a) 
R 
Lp = Sarna (71b) 
1 Lp Ll 
Fo Rat Rp iP T+ TH’ va 
L 
mit fd an und tegen Ry 
R 
und Eye ee ne 
Ra 
T2=R, 1K, fat Ts 


Die Reihe lieBe sich mit den verschiedensten Belastungen beliebig fortsetzen, doch mégen 
diese drei prinzipiellen Beispiele geniigen. 

Auf einen wichtigen Punkt mu8 noch hingewiesen werden. Zur Herleitung der Frequenz- 
gange war von den Ersatzbildern ausgegangen worden, die an Stelle der in Wirklichkeit vor- 
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handenen mechanischen Last die elektrischen Elemente Kapazitat, Induktivitat und Wider- 
stand enthalten. Es wurde einleitend gezeigt, in welcher Weise die Umrechnung vorzunehmen 
ist und welche Rolle dabei die Wandlerkonstante spielt. Sie enthalt (s. Gl. (18)) die In- 
duktion B, die von der Erregung der elektrischen Maschine 
abhangt. Mit der Erregung dndert w seinen Wert und damit 
alle in den Ersatzbildern rechts der strichpunktierten Linie 
U4 ~~ []R, eingezeichneten Elemente, wahrend die links davon befindlichen 
unverindert bleiben. Hieraus folgt die wichtige Erkenntnis, 
daB sich die Zeitkonstanten und die vor den Frequenzgangen 
Bild 19. Ersatzbild fiir belasteten Motor Stehenden konstanten Faktoren ebenfalls andern, somit letztlich 
ca ampigeh nee eas as! aber auch die Frequenzgange selbst. Es ist daher nicht ausge- 
schlossen, da8 ein urspriinglich stabiler Regelkreis instabil wird, wenn sich die Erregung eines 
in ihm enthaltenen NebenschluBmotors andert. Zumindest wird er ein anderes Regelverhalten 
zeigen. 


ly Ry 


Zusammenfassung 


Die fiir elektromagnetisch-mechanische Energiewandler erster und zweiter Art giiltigen 
Wandlergesetze werden abgeleitet, wobei sich ergibt, daB eine Masse bzw. ein Tragheits- 
moment in eine Kapazitat, eine wegproportionale Riickstellkraft in eine Induktivitat und 
eine geschwindigkeitsabhangige Reibung in einen Leitwert tibergehen®. 

Die Reduktion der mechanischen GréBen auf die elektrische Seite des Wandlers und 
umgekehrt erfolgt dabei nach MaBgabe einer von den mechanischen und elektrischen Eigen- 
schaften des Wandlers abhangigen Geratekonstanten, der Wandlerkonstanten w. Sie kommt 
in den Formeln nur in der zweiten Potenz vor und findet ihre Parallele im Ubersetzungs- 
verhaltnis zi eines Transformators, denn auch dort iibersetzen sich Widerstande mit # von 
der einen auf die andere Seite. 

AnschlieBend wird als einer der markantesten Vertreter der Wandler zweiter Art der 
Gleichstrom-NebenschluBmotor in seinem Verhalten unter den verschiedensten Betriebsbe- 
dingungen betrachtet. Mit Hilfe der sich durch die Wandler ergebenden Ersatzbilder fiir 
Motor und Belastung werden die Anlaufverhaltnisse und die Riickwirkung der mechanischen 
Belastung auf das speisende Netz untersucht. . 

SchlieBlich wird gezeigt, wie die bei der Berechnung von Regelvorgangen erforderlichen 
Frequenzgange des leerlaufenden und belasteten Motors aus den Ersatzbildern gewonnen 
werden k6nnen. 
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° Fiihrt man die gleiche Rechnung fiir einen elektrostatisch-mechanischen Energiewandler durch, so findet 
man, da im Gegensatz zum elektromagnetisch-mechanischen Energiewandler eine Masse bzw. ein Tragheits- 
moment in eine Induktivitat, eine wegproportionale Riickstellkraft in eine Kapazitat und eine geschwindigkeits- 
abhangige Reibung in einen Widerstand tibergehen. 
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Die Hon-Welle im kreisf6rmigen Hohlleiter mit Aquidistant und koaxial 
angeordneten bandformigen Ringen vollkommener Leitfahigkeit 
Von 


HERBERT BUCHHOLZ, Darmstadt 
Mit 3 Textabbildungen 
(Eingegangen am 5. Januar 1960) 


Ubersicht. In der Arbeit wird der Einflu8 einer periodischen Struktur innerhalb eines vollkommen leiten- 
den Hohlleiters von kreisf6rmigem Querschnitt untersucht, der H),-Wellen fiihrt. Diese periodische Struktur 
besteht in einer zur Hohlleiterachse koaxialen und Aquidistanten Anordnung von vollkommen leitenden, 
bandférmigen Ringen, die in Richtung der Achse sehr schmal sind, so daB die Stréme in der Oberflache dieser 
Ringe als phasengleich angesehen werden kénnen. Von Ring zu Ring besteht natiirlich zwischen diesen Strémen 
eine Phasenverschiebung, die zunachst noch unbekannt ist. Fiir die GréBe dieser Phasenverschiebung wird 
im Abschnitt 5 eine Beziehung aufgestellt, die ihre numerische Berechnung erméglicht. 

Die in de™Arbeit hergeleitete Lésung hat nur Naherungscharakter. Er offenbart sich darin, da8 das Ver- 
schwinden der Feldkomponente Ey anstatt auf der ganzen Breite 2d der bandférmigen Ringe nur auf ihren 
beiden auBeren Randkurven angestrebt wird. 


1. Die Voraussetzungen der Aufgabe 


Im Inneren des beiderseits unendlich langen, glatten und vollkommen leitenden Hohl- 
leiters vom Durchmesser 2 6 cm seien in dem immer gleichen, langs der Achse gemessenen 
Abstand 2 £2 cm unzahlig viele, sehr schmale Ringe mit dem Durchmesser 2 a < 2 6 cm so 
aufgehangt, daB immer die innere Achse der Ringe mit der Hohlleiterachse zusammenfallt. 
GemaB Abb. 1 stelle sie zugleich die z-Achse eines zylindrischen Koordinatensystems mit 


Bild 1. Der Blick in das Innere des Hohlleiters zeigt die Anordnung der unendlich gut leitenden, bandformigen Ringe 
im Abstand.2 L und von der Breite2d<2L. 


den drei Koordinaten g, y, z und den drei ihnen zugeordneten Einheitsvektoren 4), 32, §3 in — 
den Richtungen zunehmender Werte von @ oder oder z dar. Die Ringe mégen aus voll- 
kommen leitenden Bandern bestehen, die in Richtung 3, von vernachlassigbarer Dicke sind. 
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Die in Richtung 3, genommene Breite der Bander betrage 2 d cm, und es sei d <a und natiir- 
lich auch d < L. Die zur z-Achse senkrechten Mittelebenen der Ringe mégen die Gleichungen 

Base. =i (20 SD) ey (1) 
haben mit nm =...—3, —2, —1,0, +1, +2, +3... . Bei der praktischen Ausfithrung ist 
in erster Linie an den Fall a » 0 gedacht. In den hier aufgestellten Formeln ist jedoch die 
relative GréBe von a zu b im Rahmen der Bedingung b > a willkiirlich wahlbar. 

Durch den so verdnderten Hohlleiter von kreisférmigem Querschnitt bewege sich eine 
H,,-Welle mit » = 1, 2,3...in Richtung des Einheitsvektors 3; hindurch. Sie werde von einer 
hier nicht weiter interessierenden Hochfrequenzquelle erregt, die in Richtung auf z—> —oo auf- 
gestellt zu denken ist. Bei Nicht vorhandensein der metallischen Ringe in den Ebenen z = z, be- 
stehen dann fiir die drei Komponenten H,, H,, E, bekanntlich die folgenden drei Beziehungen: 


eee —t (wt—2 0-2, (n) 
Ho, #51) = Hyg Jo (Pigg) eee) (Hy) = Ajem, (12) 
ra a eee: 2 eee pa) 
Hilo: 8) = Hyg 4-“fas = Tol S fag) eee) ws), (1b) 
H 
. Q aS Za eCae” SS iaraon ey Ho 
Egle, £12) = —i-Hyy-—- Jo 2 tan) (BJ =Viem, (46) 


(up = 4-10 9H/em, & = 1/36%-10-%F/em, /fuo/e9 = 120% Ohm) 


und hierin ist mit_@ = 2 f und fA, = ¢y.— (Mo Sp) cm/s 


ToVon) ras Fi(Fon) =a) Fi(1n) =)0% (2) 

We Bagels Olhon , (2a) 

AQ") = y= (1 — (ol 8)2) 4 (2b) 

mit A, == 4," als der Grenzwellenlange der H,-Welle und mit A{}”) = A{?) als der zu die- 


sem Wellen-Mode gehérenden Wellenlange im Hohlleiter, beide in cm gemessen. 
Diese Hohlleiterwelle wiirde durch einen einzelnen Ring vom Radius a, der etwa in der 
Ebene z = z, steht, den magnetischen WechselfluB W(a, z,;¢) von der GréBe 


la, a3) = 270+ Hos [ HALO; %51)+ 0+ do = — Oy -Vtg 6 2:[by - Hoy + Tol fn] 
0 
: (n) io 
— i(wt—2 m+ 4o/A ue 
een es #) 2 (3) 


hindurchschicken. Daraus folgt dann wegen wd, = 27+ CG = 2 7|V/ Uo Ey fiir dieim Ring z = z, 
durch diesen Flu8 induzierte Spannung der Ausdruck: 


tO PGs, WS oa LNG aes (4) 


Sie entspricht der GroBe nach dem iiber dem ganzen Umfang des Ringes genommenen Linien- 
integral von E,(a, z,; ¢), wie es sein muB, und sie hat natiirlich einen Strom im Ring zur Folge. 
Offenbar ist dann aber auch umgekehrt ein Strom in einem solchen Ringe die geeignete An- 
regungsart fiir das oben behandelte Feld. 

Dieses axialsymmetrische und also von  unabhangige Hohlleiterfeld der Gl. (1a, b, c) 
1aBt sich aber auch einheitlich durch die z-Komponente P,(o, z) eines Hertzschen Vektors 
gemaB den folgenden Gleichungen 


. OP,(Q, 2) 
Ey(@,2) = 40 fy 5, (5a) 
Ay. é?P,(@, 2) 
HO; 2) eee (5b) 
&P,(o, 2) “ER gla 
FAQn8) Saga 4 ENO, A) a ara eNO eestor) (5¢) 
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darstellen, so daB nach der letzten von ihnen die Hilfsgr6Be Po, z) auBerdem, wie es sein 
muB, der Wellengleichung 
@P,(, 2) 


622 


(9: P(e, 2)) + + ko + P,(@, 2) = 0 (5) 


[ky] = cm? 


Ry = 2 20/dy = © Vo & (5’) 


& 
le 


1 
2 


in Zylinderkoordinaten geniigt. 


Bei den unendlich vielen Ringen der Abb. 1 werden natiirlich in jedem der Ringe in der 
Regel zum mindesten der Phase nach verschiedene Stréme J induziert und jeder dieser 
unzahlig vielen Ringstréme ruft Hohlleiterwellen hervor, die sich in beiden Richtungen der 
z-Achse ausbreiten. Dadurch wird das Hohlleiterfeld von Gl. (1) teilweise modifiziert, denn 
es wird fiir die aus den einzelnen Ringen heraustretenden Wellen einmal einen Unterschied 
ausmachen, in welchem Schwingungszustand sie nach dem Durchlaufen des Abstandes 2 L 
zweier Ringe auf die dem Nachbarring entstammenden Wellen auftreffen, und méglicher- 
-weise wird auch die Laufzeit der Welle von einem Ringe zum nachsten nicht unbedingt der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Welle in demselben Hohlleiter ohne die Ringe zu ent- 
sprechen brauchen. Wohl aber ist nach dem Theorem von FLOQUET [5] der Unterschied in 
der Phasenlage der Stréme in zwei benachbarten Ringen an allen Stellen der gleiche. Da es 
im eingeschwungenen Zustand des resultierenden Wellenspiels innerhalb des Hohlleiters 
nicht mehr méglich ist, die primare Welle gemaB Gl. (1) von den durch die aufeinander folgen- 
den Ringe erzeugten Teilwellen zu trennen, so empfiehlt es sich weiterhin, nicht langer nach 
der primaren und den angeregten Wellen zu unterscheiden, sondern von einem einheitlichen 
Wellenzug auszugehen. An die Stelle der unbekannt bleibenden Amplitude der primaren Welle 
tritt jetzt besser als AusgangsgréBe der unbekannt bleibende Strom J im n-ten Ring 
mit m=o,+1,+2.... Diese Vereinbarung kommt nach dem schon oben erwaéhnten 
Theorem von FLOQUET [5] in der Tat auf die willkiirliche Wahl nur eines einzelnen dieser 
unzahlig vielen Stréme hinaus, namlich etwa auf die des Stromes J, denn es kann nach diesem 
Theorem in Hinblick auf die Abb. 1 stets gesetzt werden: 


[OY SG Ri OE Se Nee a=. Opg tile ann Lee Crm. (6) 


und J bleibt hierin weiterhin unbekannt. Hingegen muB der eben eingefiihrte, aber seinem 
Wert nach noch nicht angebbare Parameter f spater aus der zusatzlichen Forderung bestimmt 
werden, daB etwa in der rechten und linken Randkurve der unzahlig vielen, vollkommen 
leitenden Ringe, d. h. also fiir g = a und fiir alle z = z, +d, die Komponente E, = 0 wird. 
Die Stréme J selbst sind zunachst als lineare Stréme zu denken, die nur in der Mittelebene 
der Ringe flieBen. 


2. Das Strahlungsfeld der unbegrenzten Folge von Stromringen an den Stellen z = z, 


Fiir den an der Stelle z = z, stehenden einzelnen Stromring mit dem Strom J und mit 
dem Ringdurchmesser a berechnet sich nun bekanntlich der Hilfsvektor @P?”(o, z; z,)/dz 
nach der Formel 


OP? No, z;2,) [80 = EP” (0, 25.%,)|(— io Me) =—a- Tet ti @+9-BL aay. f e'%®/ R cos (a—g) da 


ie) 


ee hae er ee Re ii cos (x —@q) [J cos (2—z,) t- Ky(Q- 2 — R?) - a) - do 


oO fe) 


27 +009 East 
ab A ree ee Bee COS o—a)( fett (nt Ky (Q- 2 — RB) vat): das (4) 


SOO: 


(R2= 224+ (z—z,)?; §2=a%+¢%—2a9-cos(a—g); 4, =(20+1)L; n=0,+1,+2...). 
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Wegen 
; W cos A («— q) K,(a s) « I,(@ s) (a > @) 
VEG (ORs) | : eos (2) 
f=o 71 %4 * |K@'s) - 1,(a5) (4 < @) 
ist aber 
7) 
ss (+) Klas) 2 Tyo s/s (a>) 
es (s Va? + @2—2 ag- cos (x—g)) + cos (x—g) - da=a- i . (3) 
: () las) Kole s)is (@<e) 


und die erste und zweite Zeile dieser Gleichung entspricht den gleichen Fallunterscheidungen 
wie in Gl. (2). 

Im Hinblick auf die Gl. (1) hat sich damit fiir den primaren Hertzschen Vektor eines 
einzelnen, vom Strom J) durchflossenen Stromringes verschwindender Breite mit dem 
Radius a in der Ebene z = z, der folgende Ausdruck ergeben: 


ra ae fe Pe aeal ae K,(ay# — B) » Ioy#®—*)| ar (e<4) 4) 
. j (+) 1(a/® RR) - Kfol@—) J VP (>a) 


Die Wellenzahl k, in Gl. (4) sehen wir zunachst etwa infolge eines Dielektrikums mit 
schwacher Leitfahigkeit x, als komplexwertig an. Es fallt dann bei unserer Vereinbarung 
iiber das Zeitgesetz in der GréBe k3, gemaB den Formeln 


=m. I re e/cos 6 = i. (1 + 4- tg 0) (5) 


W Eg Ex 


(Int h5 *0)e (5’) 


der Imaginarteil positiv aus. In diesem Falle kénnte in Gl. (4) der Integrationsweg nach wie 
vor die reelle tAchse bleiben. Er mége aber schon jetzt nach oben aus der reellen Achse 
heraus und parallel zu ihr verlegt werden, bis er etwa einen Abstand t mit o < t < Im (Rp) 
hat. Das Zulassen einer imaginaren Komponente von ky steht natiirlich im Widerspruch 
mit der Annahme eines reellwertigen 6 im Floquetschen Theorem. Spaterhin wird aber hp 
wieder als rein reelle GroBe angesehen werden. Die Festsetzung in Gl. (5) hat vorwiegend 
mathematische Griinde. 


Die primare Anregungsfunktion (4) fiir das von keinem Hohlleiter umgebene Strahlungs- 
feld eines einzelnen Stromringes kann nun sofort der Voraussetzung angepaBt werden, daB 
dieser einzelne Stromring in z = z,, von einem unendlich langen Hohlleiter von kreisférmigem 
Querschnitt umgeben ist, dessen Langsachse mit der schon oben benutzten z-Achse identisch 
ist und der den Radius 6 > a hat. Zu dem Ausdruck (4) mu8 dann noch auf der rechten Seite 
unter dem Integral innerhalb der geschweiften Klammer sowohl fiir 9 < a als auch fiir 9 > a 
der Term 


K,(0/® —)/1,(6/P—R) - L(a/®—R) - Iloy®@—R) 
hinzutreten. 
Fiihrt man nun, um die Schreibweise zu vereinfachen, die beiden Abkiirzungen 
Hes 1eye=m) | Lley®—B) —K(e/®—®) 
FO (ot? — k?) = : Las KGa Oss OVE SAO 
(oy a) ee ‘1,(6y2@— ~ k2)/ (> V2 — he) I,(b 2 — 2) + K,(b/2® —B) (aZes ) ( a) 
eeaee aos | T,(ay/2 — ke 2 R2) 
FO(o (®—m) = —__ole PH) | - aye a a aye —I as 


1(0/@—a)ye—#) | 1(b/2— RB) -K,(b/P — 


(0=eSa) (6a) 
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ein, so kann jetzt der Ausdruck fiir das Strahlungsfeld eines einzelnen Ringstroms im Inneren 
eines unbegrenzt langen kreisf6rmigen Hohlleiters in der nachstehenden und fiir unsere 
Zwecke besonders geeigneten Form geschrieben werden: 


+o +7 (i — 
b a oe d (LES =Arem 
PIM (,254, 55%) <I. [oat POO EO) a 0 
a —o+it oes («<< Im xp) 


Die Hilfsfunktionen der Gl. (6a, b) sind in ya hk gerade und in der ¢-Ebene eindeutige 
Funktionen, so da8 in Gl. (7) in der ¢-Ebene keine Verzweigungspunkte vorgesehen zu werden 
brauchen. Das kann man sich leicht mittels der drei Umlaufsrelationen 


Ta cue et Ch oI (aca (0 2a) ”) sig 0-2) oe 8 = hel D2) 5 
Ki(ez- eum) = IAC z) P euim +naim- Tete) : Cages (m Ojo .) 


klar machen. Es ist demnach gleichgiiltig, welches Vorzeichen man jeweils der Wurzel gibt, 
wenn nur im einzelnen Falle immer das gleiche Vorzeichen genommen wird. Aus der Definition 
der Funktionen F®, F® durch die Gl. (6a, b) ist auBerdem zu ersehen, daB sich ihre Ab- 
leitungen nach @ beim Durchgang durch die Zylinderflache @ = a stetig verhalten, hingegen 
ist : 


FO (a /# — k2) — Fo (aye — k2) = — bla. (6c) 


Im Hinblick auf die Gl. 1 (5a, b, c) sind also die Feldkomponenten E, und H, beim Durch- 
gang durch die Flache 9 = a stetig, hingegen erfahrt die Komponente H, einen Sprung, dessen 
axiale Ausdehnung nach rechts oder links jedoch noch von z abhangt. 

Die Méglichkeit, das Strahlungsfeld eines einzelnen Stromringes in der Form der Gl. (7) 
darzustellen, ist seit langem bekannt [1], wenn auch vielleicht gerade die in Gl. (7) gewahlte 
Art der Darstellung anderswo noch nicht benutzt worden ist. Geht aber, wie im vorliegenden 
Fall, die Erregung des Feldes von mehreren oder gar unzahlig vielen Ringen aus, so weist 
gerade die hier gewahlte Darstellungsart wegen der bequemen Summierbarkeit besondere 
Vorziige auf, von denen weiter unten sogleich Gebrauch gemacht werden wird. 

Mit Gl. (7) fithrt dann namlich jetzt die Summation iiber die unendlich vielen Ringstréme 
an den Stellen z = z, = (2 + 1)- L wegen der Annahme (6) rein formal zu dem Ausdruck: 


++ co + co 
a I” ‘ e earn (le —— Es etiBL, a ezFin- BL, et 17 —2nl -# 


n=—@C 100. 


=r. gitt.| y Barn Coa Ta ceeaien! Shea aaee a) (8a) 
Solange hierin (L + z) > 0 ist, hat also jedes Reihenglied fiir ein ¢ mit Im (¢) = t > 0 einen 
Betrag, der kleiner ist als 1. Damit diese fiir die Konvergenz der Reihe notwendige Voraus- 
setzung erfiillt ist, muB also, wenn die Summation soll ausgefiihrt werden kénnen, auch aus 
diesem Grunde der Integrationsweg in Gl. (7) so gefiihrt werden, daB er oberhalb der reellen 
t-Achse verlauft. Damit ist die schon im Text im AnschluB an Gl. (5) erwahnte Wegver- 
schiebung noch nachtraglich begriindet. Die Summation fiihrt ohne weitere Schwierigkeiten 
zu dem Ausdruck: 


t etttz e—tts 


— (Im () >0). (8b) 


+ co 
(m) , pt: |2—2y|-? — . 
SE RER a f sin (¢L—aBL) | sin(@QL + 2B L) 


n=—o 


Man gehe mit dieser in ¢ ungeraden Funktion an Stelle der links stehenden Reihe in die 
Gl. (7) ein, nachdem darin vorher das Summationszeichen eingesetzt worden ist, und spalte 
das Integral, das zwischen den Grenzen —oo +7tT...+00+771 mit t>0 zu nehmen 
ist, gemaB den beiden Summanden et'’*, e~‘*’* in zwei Integrale auf. Ersetzt man dann 
in dem zweiten von ihnen ¢ durch —?’, so bekommt das neue Integral mit der Integrations- 
variablen ¢’ denselben Integranden wie das andere unverdndert gelassene Integral. Es hat 
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jedoch jetzt + co —ir als untere und — oo —77 als obere Grenze. Beide Integrale lassen 
sich dann zu einem einzigen Integral zusammenfassen, das die Wegschleife Y& von Abb. 2 als 
Integrationsweg hat. Dieser Weg bildet einen schmalen Streifen parallel zu der in dessem 
Inneren gelegenen reellen f-Achse. Wir wahlen den Umlaufssinn fiir diese Schleife so, daB 


Bild 2. Zeigt den Integrationsweg YW des Integrals in Gl. 2 (9) mit seinem positiven Umlaufsraum. 


er der mathematisch positiven Umlaufsrichtung fiir das Innere entspricht. Man erhalt dann 
endgiiltig die folgende Darstellung: 


aL 1 ei s+ 2/L Ni 08) == =e ds 
(tot) F . — Pan ee , 5 FEB) SS YO RIPON) > ee 
P, (g, 2; 4,0; 1) 426 f 274 he (s—a Bp L) ie ( y's RL) SA fig ILA 


[PJ=Acm (6) 
((=s/k; FO firaS2osb, FO firo2o=0;-—La72 0 tir'd a0, lin(kot) 10) 
(Phase des Stroms [=] e272 tay, 


Der Weg %& in Gl. (g) enthalt nach den oben getroffenen Vereinbarungen als einzige Singulari- 
taten in seinem Inneren die Nullstellen der Funktion sin (s —a 6 L); die beiden Polstellen 
s= +h -L und die Pole der Funktion F™® liegen schon auBerhalb der Wegschleife. 

Im Hinblick auf spatere Rechnungen mége auch noch eine Variante der Gl. (g) ange- 
schrieben werden. Sie geht aus dieser Gleichung hervor, wenn in Abb. 1 der Koordinaten- 


anfangspunkt in die Stelle z = — L verlegt wird. Die neue z-Koordinate mége mit ¢ bezeichnet 
werden. Es ist dann 


Stee ota 4 (9a) 
und der entsprechende neue, der Gl. (9) gleichwertige Integralausdruck lautet mithin: 
(tot) : : Seay Mt wf ay ee 1 ets+(—14¢/L) . B44) e ee 
P( (9,054, 0; L) => I ales F ral ee 2_ RE (10) 


(FO tir aS est; Fo lin oS 054; 0 SOS 28 find —o- Trapt ze 0)\y 


Die Losung (9) oder (10) erfiillt nach wie vor die Differentialgleichung 1 (5). Auch be- 
friedigt sie die Forderung, daB die beiden Feldkomponenten E, und H, fiir alle Werte von z 
und fiir ein g = 6 verschwinden miissen, denn die dann nach Gl. 1(5a, b) in beiden Fallen 
erforderlichen Differentiationen von Pt nach @ lassen in der Tat das Integral auf der 


rechten Seite der Gl. (9) verschwinden, sobald hinterher unter dem Integralzeichen o= 6 
gesetzt wird. 
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Dartiber hinaus mu8 aber von der Lésung noch gefordert werden, daB die aus Gl. (9) 
mittels der Formel 1(5a) ableitbare Beziehung fiir die Komponente E,(@, 2) an der Stelle 
@ = a und im Bereich der ringférmigen Bandleiter zu Null wird. Bei einem gegeniiber L sehr 
kleinen Wert von d darf es, wenn nur eine erste Naherung angestrebt wird, als erlaubt an- 
gesehen werden, diese Forderung durch die wesentlich einfachere zu ersetzen, daB E, firg@ =a 
und fiir die beiden Stellen z = + (L —d) verschwindet. Wegen der Periodizitat der aus (9) 
zu entwickelnden Lésung erfolgt dann das Verschwinden von E£, auch an den unzahlig vielen 
anderen Stellen z = z, +d. Schon diese vereinfachte Forderung ist aber nicht leicht zu 
erfiillen, wie sich bald zeigen wird. 


3.1. Die Auflésung der Reihe 2(9,10) nach den Eigenfunktionen 
der periodischen Struktur 
Eine erste Reihenentwicklung, die eine zahlenmaBige Berechnung erméglichen kénnte, 
ist von Gl. 2 (9) aus dadurch zu erzielen, da8 man in dieser Gleichung den Weg YW auf die 
einfachen Pole des Integranden dieser Gleichung in Form der Sinus-Funktion an den Stellen 


S=s5 =a pl -pa nia (n +6 L) 


auf der reellen s-Achse zusammenzieht. Fiir diese Pole berechnet sich miihelos 
1 
Ref lz (s— 2B Bt = (==) [x 
und damit ergibt sich bereits die folgende Entwicklung: 
(tot) al nips cee n. ,rin-x/L . Fr(a,i) (2 2 

ys (Q,234,b;L)=7y Le 2 OO -€ oy ($ w,),/ ws ALCiIm = =1(1) 
in der gemaB Abb. 1 die Stréme J‘~? und J in den in den Ebenen z = +L stehenden 
Ringe die GréBen I - e* 78" haben. AuBerdem ist in Gl. (1) definitionsgemaB: 


w2 = 92 (BL +n)?— iL? = 22+ ((BL + n)?—(2L/A)*] (n=0,+1,42...). (1a) 


Die Lésung (1) zeigt in der Tat die durch das Floquetsche Prinzip geforderte Eigenschaft. 
Setzt man namlich in Gl. (1) z= 2L-+q-4 2 mit q als einer positiven oder negativen ganzen 
oder verschwindenden Zahl, so erhalt man die Gleichung 


Will : we 1389 eer ie S 
POU sao: 1) eae Scar tad eR rag se ig) be Whe vie Be ( ©, (1’) 
und bezogen auf das neue Koordinatensystem wird jetzt der in der Ebene z’ = — L stehende 
bandférmige Ringleiter von dem Strom I - e—7'8"+7#8:2-4 durchflossen. 
Wir setzen nun neuerdings zur Abkiirzung 


les) ales) (r») 
00), | = = 
RO ee NES ee ges ieee 0( )/ ei 
Dw tie e)=—a b pm ea helena nee BNO ize 2) 2) 
q, (7 .) L(} w,) Ky a 
Ont Q @ 
D,{w @.4 +}\= UNE, O\L L => Fo(2 w,) fw, (a0), (2p) 
ee sO ei b b b b £ 
q (z#.) 1,{5 v,] f K,(Z w,} 
a a a | 
AL ope I, (+ vs) I, (7 v,] ky (= w,] 
D(w BE E= 1s Be) 
WD EMT, BOP b |} /b b 
ie G wy] il, & w,] Ky (7 w,} 
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Macht man in (2c) unter der Annahme, daB es auch schon bei dem kleinsten Argument 
a/L-w, erlaubt ist, fiir die Funktionen J), J; von den Hankelschen Naherungen Gebrauch 
zu machen, so gilt der Grenzwert 


a a b 
EERO I 


b—a 
ie, ey) , Hes 
Dw: a Leen eee eit (= w,| (6 > a, w,—> 00). (2) 
n if 


-Jab 

Es nimmt also absolut genommen dieses D wie \7|- ab. Fiir die Feldkomponente H,, wie sie 
sich auf Grund der Gl. 1 (5c) aus Gl. 3 (1) berechnet, hért die Konvergenz fiir @ = a ganz auf. 
Dem entspricht, daB diese Komponente in der Zylinderflache @ = a fiir zim Bereich — (L + 4) 


= z5—( ) sich unstetig verhalt. 
Dann ist z. B. nach Gleichung 1 (5a): 
. + CO 
es wt Bz N pin: Zz Spat 4a b 
E,(a,2)=— "SM. glk Teer. 3 (Ye HDwititet) 


Da nun die Komponente E,(a, 2) z. B. fiir z = + (L —d) verschwinden muB, so lautet die 
Gleichung, aus der die unbekannte GroBe 6 zu bestimmen ist: 

+ co b 

yo oettinaL, D(w ,; + a ae o (a/L x0). (4a) 


Geht man zu einer nur einseitig ins Unendliche strebenden Reihe iiber, so erhalt man: 


Oe GR Ob 
Deis L’ 7m ifs 


): et tin-ajL zie DI 


7): ermin-: a/L 


a b 
ieee [@+6,,)=0. (4b) 


D (w 


Selbst die nur angenaherte Auflésung dieser Gleichung nach der unbekannten GréBe f, die 
auch in den Gliedern w,, steckt, diirfte groBe Schwierigkeiten bereiten. 


3.2. Die Auflésung der Reihe 2(9) nach den Eigenfunktionen 
der Hohlleiterwelle 


Wir wenden uns nun der zweiten unendlichen Kette von einfachen Polen. des Integrals 
in Gl, 2(9) zu. Zu Polen dieser Art kénnen AnlaB geben die beiden Nullstellen 


S=— kL Im (#)) = Im (kp) = 0 (5a) 


und die unendliche Reihe von Nullstellen s = =-+o, der Funktion J, (7 3? — ke iy in 
bezug auf s. Sie lassen sich also aus der Gleichung 


ESL Sie AN ia eo) (5b,) 


berechnen, so da sich in der unmittelbaren Nachbarschaft der ea alee s=o,+€ mit 
einem é, das sehr klein und positiv ist, angenahert 


Ve FP BDF =i g-(1—0-(-2z) 0, + 010) (5 by) 


0g 


muB schreiben lassen. Umgekehrt ist dann im Hinblick auf die Gl. 1 (2a, b) fiir die Null- 
stellen s = a, selbst: 


s=o6,= Lib -/ (hyd? — 7 (2 =k L- 1 — (pl)? =2 0 Lid. (5b) 


Unter der Annahme 7,,,< hy-b< Io, n+1 ist also o, reell fiir g = m und rein imaginar fiir 
qSn. Somit ist fiir jede beliebige, in der Umgebung von s = o, regulare Funktion all- 
gemein 


b — : 2 
AT Ve + = WoLF) = A+ 6 ty) eto Hi) +018). 6) 
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/ kann hierin jede der Funktionen sein, die z. B. in den Gl. 2 (6a, b) auftreten. So ist dann 
also an der Stelle s = ao, wegen Gl. (5b, 9): 


Tt hag) = Falk) = Jali)» (7a) 
K(ti-f) = ++ Yui.) (7b) 
6 >—_ iL tI9¢ %) 
mel alta (EVF— OOD) = Fo gegen (lal) (79) 


Was die beiden Nullstellen (5a) anbetrifft, so lassen sich die zugehérigen Residuen sehr 
leicht berechnen, sobald erst einmal die Werte der Funktionen 2, 6 (a, b) fiir verschwindendes 
Argument bekannt sind. Da nun aber fiir sehr kleine Werte von z auf Grund der Reihen- 
entwicklungen 


I,(z) © 2/2 + O(8), K,(z) & —1n(z/2) + Const , K,(z) = 1/2 + O(z-1nz), 
so wird in der Bezeichnung von Gl. 2 (9): 
F(0) = ajb, (8a) 
F(o) = a/b —bja, (8b) 


wenn das Verschwinden des Argumentes der Funktion F” durch den Faktor s? — (2 a L/A,)* 
bewirkt wird. 

Der Ubergang von der Gl. 2(9) zu der Reihenentwicklung nach den Eigenfunktionen 
der H,,-Wellen kann von dieser Gleichung aus in der Weise erfolgen, daB etwa die obere 
Halfte des Weges Y, die von + co + 7 y nach —oo +7 y verlauft, in der oberen t-Halbebene 
durch einen Halbkreis zu einem geschlossenen Integrationsweg erganzt und dann der Residuen- 
satz angewendet wird. Der Beitrag des oberen Halbkreises zum Wert des Integrals verschwin- 
det, und zwar fiir alle Werte z= o, fiir die |2| < L ist, wenn der Radius des Halbkreises 
unendlich groB gemacht wird. Das ist aus dem asymptotischen Verhalten der im Integral 
vorkommenden Funktion ohne Schwierigkeit zu ersehen. Es ist ferner zu beachten, daB der 
Punkt s = + k) L und die sémtlichen einfachen Pole s = + o, innerhalb dieses Halbkreises 
liegen. Nach Gl. (5b) ist fiir kleine Werte von q bei reellem py auch o, reell. Fiir immer gréBer 
werdende Werte von q strebt aber a, gegen einen rein imaginaren Grenzwert. Die Behandlung 
der oberen Halfte des Weges YW in Gl. (9) fiihrt gem4B diesen Erlauterungen schlieBlich zu 
dem folgenden Ausdruck: 


a 
; (i aleeaa 
a ett+a/L- og (5 a 1V0q (: id rs 
ee Ils j = jh es SS Sh) 
3 7 (og— BL) Yi (ey b)2?— 753 - Tii59) Joly Joa) ( ) 


Hierin ist der Term fortgelassen worden, der von dem Pol s = + ky L herriihrt, da er nur 
von z abhangt und die Gl. 1(5) durch ihn identisch erfiillt wird, so daB alle iiber die Gl. 1(5a 
b, c) aus ihm errechneten Feldkomponenten verschwinden. 

In entsprechender Weise kann man mit der unteren Weghalfte des Integrals von Gl. 2(9) 
verfahren. Auch hier mu8 von unten her ein Halbkreis von unendlich groBem Radius an den 
Weg von —co—i7y...+0oo—vty angesetzt gedacht werden, so daB dadurch keine Wert- 
anderung eintritt. Innerhalb der unteren s-Halbebene haben jetzt die Nullstellen des Inte- 
granden von Gl. (g) das entgegengesetzte Vorzeichen wie in der oberen s-Halbebene. Eine 
neue Berechnung dieses zweiten Integrals kann aber auch ganz vermieden werden, und zwar 


dadurch, daB das jetzt zwischen den Grenzen —oo...—ty...+00—17y zu nehmende 
Integral mit dem in Gl. 2(9) angegebenen Integranden durch den Ubergang von s zu —s 
in ein Integral mit den Grenzen + 00 +1y...—0oo+17y tibergefiihrt wird. Dieses Integral 


stimmt dann mit dem in Gl. 2(9) tiberein, nachdem darin im ersten Faktor des Integranden 
+ 74im Exponenten durch —7 und im Nenner —afJL durch + 2fL ersetzt worden ist. 
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Man bekommt also jetzt den Ausdruck: 


a oe et: 2/L: oq n($ ie): 10(2 ia} ” L 

#7 ee ee ee 
3 8 > sin (o, + 2B L) V Ro b)2— 9702» Ti oq) eee 

FaBt man die beiden obigen Bestandteile zusammen, so ergibt sich fiir diese zweite Reihen- 

darstellung die folgende Entwicklung nach Eigenwellen: 


PUt(9, 23 4,6; L) = I- 


1 ‘og 0 od ¥iGoa) | e-t-2/L+ 0g Se 2/L-oqg (8) 


q=1 eee “Tol’sq) [sin (og + BL) | sin (o,—2fL) 
oZ2esa; —L2z<S 415 0,=20 LAG Ss, bye 


Physikalisch sagt die Gl. (8) aus, daB infolge des Durchzugs der Wellen durch die Ringe des 
Hohlleiters die dabei induzierten Ringstréme die Wirkung von Antennen haben, die nun nach 
den beiden Richtungen zu- und abnehmender Werte von z teils ungedampfte, teils stark 
gedampfte Wellen aussenden. Die Grenzfrequenzen oder Grenzwellenlangen 4, von Gl. 1(2a) 
fiir die einzelnen Teilwellen befolgen dabei dieselben Gesetze wie in einem Hohlleiter ohne 
die periodische Struktur der Ringe. Die Faktoren sin (¢,ta6L) in Gl. (9) lassen aber . 
erkennen, daB sie sehr maBgeblich die Amplituden der ausgestrahlten Wellen beeinflussen. 
Auf Grund der Gl. 1(5a) berechnet sich dann z. B. 


- (9) 


J ¥ vy | es. —t ah 
eee a os Gs al fog’ Y1(¥oq) pe (: 2 a i@4(1— z) 


q= LV Bo bY? — 7? (ky b)?— 7, : VAG) "| sin (og—x BL) ' sin (07+ 28 L) 


Die in Gl. (9) auftretende Reihe ist konvergent, jedoch nur im Sinne der bedingten Konver- 
genz. Beriicksichtigt man noch, daB aus schon vorher erérterten Griinden E,(a, z) verschwinden 
mu8, wenn der Punkt (a, z) in den Randebenen z = + (L — d) des vollkommen leitenden 
Ringes liegt, so hat man in diesem zweiten Fall in der Beziehung 


a 
co ] aid A? 7 ae a a4 d 
ay ny «| fog * Y1oq) eat r) sk ea(1— A 


(Ro b)?— 752 leg Ui: > [sina] 2 8D). sin amet 0 (ga) 


wieder eine Bestimmungsgleichung fiir die Phasenkonstante £ vor sich. 

Mathematisch gesehen stehen die friiher gewonnenen beiden Bestimmungsgl. (4a, b) zu 
der obigen Gl. (ga) in der Beziehung zweier ineinander transformierter Reihen. 

Eine weitere Priifung auf die Richtigkeit der Lésung bietet sich schlieBlich noch dadurch 
an, daB fiir L — oo jeder Einflu8 der periodischen Struktur auf die Form der Lésung verloren 
gehen mu8. Um diese Priifung zu vollziehen, darf der Grenziibergang L — oo allerdings 
nicht unmittelbar an der Gl. (9) ausgefiihrt werden, denn ein Blick auf Abb. 1 lehrt, daB 
bei der hierin angenommenen Lage des Koordinatenursprungs der Ubergang L—> oo auch 
zugleich die Stromringe aus dem endlichen Teil des Beobachtungsraums hinausriickt. Man 
muB8 vielmehr jetzt die Gl. 2 (10) benutzen. Ersetzt man dann noch in dieser Gleichung s 
durch v- L, so nimmt sie die Form 
PONG, 2; a,b; 1) = AF | pail —B) as (0 SE<21) (10) 


4ubd 231 sin L (v— af) v2 — R2 


an, in der nunmehr die Lange 2 L nur noch in der Exponentialfunktion und unter dem Sinus 
auftritt. Mit der Bezeichnung Im (v) = » ist dann 


e—tvL 


5 _ fat ae vy >"o 
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Somit lautet die Lésung der vorgelegten Aufgabe, wenn keine ringférmigen Bandleiter im 
Hohlleiterinneren vorhanden sind: 


a dl 2 : emer Pale 
Povo, 2’: a, b; co) =e: [ Fe (oy? — 2) gis sramrr (11) 
Ww 


Der Faktor J hat in dieser Gleichung dann nur noch die Bedeutung, daB er den Einflu8 der 
unbestimmt bleibenden Anregung des Feldes wiedergibt. Damit ist in der Tat eine alte, 
langst bekannte Lésung [1] aus der die Anregung mitberiicksichtigenden Hohlleitertheorie 
wieder erreicht worden. 


4. Eine Modifikation der bisherigen Naherungslésung 


Die bisher gewonnenen Lésungsgl. 3(1) und 3(8) hatten fiir den unbekannten Phasen- 
winkel 6 im AnschluB an die Gl. 3(1) zu den Bestimmungsgl. (4a) oder (4b) gefiihrt. Diese 
waren auf Grund der Vorstellung gewonnen worden, da8 die Stréme J™) in den einzelnen 
bandférmigen Ringen jeweils als lineare Stréme behandelt werden kénnen, die in den Mittel- 
ebenen z= z, = (2+ 1)-L der zu einem Ring zusammengebogenen Bandleiter flieBen. 
Das erforderliche Verschwinden von E,, das eigentlich tiber die ganze Breite 2d der Ringe 


Q 
A LZ 4 
Z=|+L 
o=b zy 
Ula ieee 
~~ Achse 
2\d 
C=|0 Dus Hohlleiter-| Innere C=|2L 
7 


Bild 3. Der Einflu8 der Ringbreite wird dadurch verscharft in Rechnung gestellt, daB der stromdurchflossene Ring 
aufgelost wird in zahlreiche, ,,lineare“‘ Ringstrome, die aber phasengleich sind. Im tibrigen ist immer noch 2d>2L. 


erfolgen miBte, wird nur in den Randebenen z=z, +d mit n=0,+1,+2... aller 
Ringe angestrebt, und eben hierin driickt sich vor allem der Naherungscharakter der hier 
hergestellten Losung aus. 

Diese die GréBe 6 bestimmende Bedingung 1a4Bt sich auch noch in anderer Weise formu- 
lieren. Zwar wird die der Strenge ermangelnde Lésung in dieser Hinsicht nicht etwa verbessert, 
aber es diirfte dennoch die neue, nach einem anderen Gesichtspunkt aufgestellte Berechnungs- 
vorschrift fiir 6 quantitativ zuverlassiger sein. 

Die physikalische Vorstellung, von der dabei neuerdings ausgegangen werden soll, spricht 
sich in der Annahme aus, daB die Stréme J in den einzelnen Ringen mit der nach wie vor sehr 
kleinen Breite 2 d <2 L iiberall in dem Bereich ein und desselben Ringes noch weiter in Teil- 
stréme aufgelést werden, die unter sich gleichphasig sind. Hingegen soll von Ring zu Ring 
die Anderung der Phase nach wie vor dem durch Gl. 1(6) angegebenen Gesetz unterworfen 
sein. Die Phasenlage der Teilstréme J) - dz,/2d auf jedem der Ringe soll also allemal 
durch J- exp (wi (2+ 1)-PL) gegeben sein. Es ist dann zunachst die Frage nach der 
hierdurch bedingten Modifikation der Gl. 3(1) zu beantworten. 
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Wir setzen in dieser Gleichung wie schon frither in Gl. 2 (ga) vorerst wieder z = —L +34 
und erhalten dann: 
t die Giger: mn+BL)-tiL Fla, 4) (& 2 
PYG Cae, eu ; >: et mint TAZ 7 en UR (1) 
n=—OOo 


Am Orte ¢ = 0 liegt jetzt gemaB Abb. 3 der Ring mit dem mittleren Strom J‘), und zwar 
genauer seine Mittelebene z = — L oder € = 0. Fiir den auf die Breite dé’ des Ringes ent- 
fallenden Teilstrom ist mithin das zugehérige dP,'°), wenn diese Stromscheibe gerade 
in der Ebene £ = 0 liegt, wieder durch Gl. (1) gegeben, nachdem darin J durch I - dé’/2d 
ersetzt worden ist. Liegt aber die Stromscheibe im Punkt ¢=¢’ mit —d=¢' < +d, so 
geht der zugehérige Wert von dP, aus Gl. (1) hervor, indem darin wiederum J durch J - dé’/2 d, 
aber auBerdem noch ¢ durch ¢ —@’ ersetzt wird, und das gilt sowohl fiir (’ < ¢ als auch fiir 
¢’>¢. Hinterher ist der Ausdruck fiir dP, noch zwischen den Grenzen —d und + 4 
zu integrieren. 

An die Stelle der Gl. (1) muB also unter den oben angegebenen Voraussetzungen die Be- 
ziehung 


d wh 
+oo sin |z(n + B L) — F(4, ( wy} 
al é L : ¢ Ik, 
Ptt)(9,£; a,b; L, a) = T+ en-miBl, > - et min + BL) — | 3 (2a) 
n 


ASE) gl) Ae fo) JL) © 


(CoO 70) 
treten. Geht man wieder mittels der Gl. 2(9a) zu der Koordinate z iiber, so resultiert: 


Jb, 


aL 6S sin(xln +8 1) > 


Qe 
PLV(0, 2; 4,8; 4, L) =“ I ey 
Mea OO EAD Si Jas He) © 


n 


a 


ee + BL)-2/r o Fo» (2 w,) fet 
ee 

(2b) 
Der Vergleich von Gl. (2b) mit der Gl. 3(1) 14Bt dann aber sofort erkennen, daB die oben 
angeschriebene Gleichung auch aus der komplexen Integraldarstellung 


a 
i. ees? sin(s =) 
1 Cass ; SSS ds 
Pv(9 2-qab:d.L are -— RG Say) So ey s\n 
z (2; 4,0; d, L) 47d 211 sin (s— af L) ( al 3 als ee s?@— kh? 1? 
Ww fle 


(3) 
(—-L2zs+1L) 


abgeleitet werden kann, wenn Y% wiederum der in Abb. 2 dargestellte Integrationsweg ist. 
Die Berechnung von f ist dann jetzt gemaB den Gl. 1(5a) und 3(2c) an Hand der unend- 
lichen Reihe 


+0 sin} +6 4 tae et 
d Do, FF Z| =0 (4) 
UD seo an + BL) > 


w/c = (BL + n)? — (2 Lag)? 
vorzunehmen. Infolge des ersten Faktors unter dem Summenzeichen tritt in Gl. (4) ein 
gesetzmaBiger Vorzeichenwechsel ein. Uberdies strebt fiir 2—>0o jedes Glied der Reihe 
nunmehr wie 1/n? + o. 
Berechnet man in Gl. (2b) die Differenz der Komponenten von H, fiir @ =a-+ und 
0 = a— und beachtet die Gl. 2(6c), so erhalt man 


Ha ; Be a, b; d, L) — HY (a—, 2; a, b; da, TE) 


d 
+ 90 sin n(n + AL) o 
(—)" et mit AL) ek L 


rf 
ste 


n= 


ie d 
a(n + BL) 
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oder, wenn statt der Gl. (2b) die Gl. (3) herangezogen wird: 
P(g +, 2; a,b; d, L) — PY (a—, z; a, b; d, L) 


: d 
ie 1 BIS +2/L sin (s + ae 
= —.,'—— Who e ° -—— — — 
4% 201 sin (s—af L) ( d s?_h? 1? (—LSzs4L). (5b) 
: z) 


Die Gl. (5a) folgt jetzt auch aus dem mittleren Teil der Gl. 1(5c) nach Anwendung des 
Residuensatzes auf das Integral tiber den Weg Y, wenn man ihn auf die reelle Achse zu- 
sammenzieht. La8t man aber aus dem Streifen innerhalb Y einen Kreis mit dem Mittel- 
punkt s = o und mit einem gegen oo strebenden Radius werden, so verschwindet das Integral 
fiir alle —(L—d) <z< + (L —4), und die in Gl. (5a) angegebene Differenz ist ebenfalls 
im Bereich —2L-g—(L4+ 4) 225 —(L—d)—2L-q, q=0,+1,+2... von Null 
verschieden. Dasselbe Resultat gilt dann auch noch fiir die Differenz in Gl. (5a). 

SchlieBlich kann auch wieder fiir P%’ gemaB Gl. (3) eine der Gl. 3(8) entsprechende 
Entwicklung angegeben werden. Jedoch gilt auch sie zundchst nur fiir den Bereich von z 
zwischen den bandférmigen Stromringen, und sie lautet: 


d 
2 (+ a As a) Ww y sin [404 
(tot) L) = elie 109) j 
Been Crates » ii) 2 
Een’ 
Gp tae ; fs | ao 4+ 2/L+ og | (6) 
sin (og + aBL) sin (og —2f L) 
b = IL = 
(7 =o? — CRP, a= 20 wai —E—-d S549; 


Es handelt sich noch darum, den numerischen Wert der Konstanten # auf irgend einem 
geeigneten Wege zu ermitteln. 


5. Die Berechnung von B 
Von den verschiedenen, zur Berechnung von f gewonnenen Beziehungen scheint die Gl. 3 
(ga) oder 4(7) am geeignetsten zu sein, und zwar gilt das besonders fiir den Fall, wo nur einige 
wenige Teilwellen des Hohlleiterfeldes als praktisch ungedampfte Wellen existieren. In den 
erwahnten Gleichungen ist dann z. B. bei nur einer solchen Welle zu setzen: 
05 = 22° LAY (qi a (1a) 
O,=1-20-L]dAy- (A/a)? — 3 —1 =i-1, CRE PRE eee (1b) 
Fiir g S 2 schreibt sich aber die zweite Zeile ohne Riicksicht auf das Glied q- 6/L im Nenner 
der ersten Zeile in Gl. 4(7) in der Form: 


cn(t) 


; d 
ered 


Nias = 4 
glk Tq Z 2/L Tq 


Gin (tz—i-nBL) ' Gin(ty+i-aPL) 


(q = 2,3,---) (A,) 


und wenn man hierin die innerhalb der eckigen Klammern stehenden Sin-Funktionen weiter- 
hin durch die gréBere der beiden Exponentialfunktionen annahert, aus denen sie sich zu- 
sammensetzen, so gestattet jedes der unendlich vielen Glieder (A,) mit g = 2,3,4... fir 
z/L = + (1 —4/L) die noch einfachere Naherungsdarstellung: 


d 
ein(4,] he 
te Tgp +t mpl d 
STOO ae fL=+(1—4). (2a) 
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Entsprechend hat bei einem 2/L = — (1 —d/L) fiir A, angenahert der Ausdruck 
Dealtane 
it|—= 
1G ett 7, lie, a oie 
LE ee eae (2b) 
od 
a° ve Tq 
zu treten. ; 
Fiir die rein imaginaren Werte der o, liefert also im ganzen fiir jedes.¢'= 2) 974 222.ale 


zweite Zeile der Gl. 4(7), die nach Gl. 1(5.a) in diesem Teil auch unverandert in dem Ausdruck 
fiir FE, auftritt, den Beitrag 
ace 
ein( 7 “) —17-d/L + ni pl 
aye ( 


Pas he 


2° q = 2,3,4-.-)- (3a) 


Zieht man aber die zweite Zeile der Gl. 4(7) heran und setzt nun darin o, = 93, 80 ergibt 
sich mit z/L = + (1—d/L) nach Addition oder Subtraktion der beiden Gleichungen als 
Gegenstiick zu (3a) der Ausdruck: 


u(t a) 


cos 2” B L— cos2 6, 


Sin 04 a= es (3b) . 


a. : : : . d 
Dabei ist hier zuvor in der neu entstehenden Klammer mit den Summanden sin (2 —+) O71 


d 
+ sin (F01] das Glied 2—d/L®&2 und der zweite Summand ganz fortgelassen worden. 


Driickt man nun mittels Gl. 4(7) die Forderung aus, gema8 der fiir z/L = + (1 —d/L) 
die Feldkomponente E,(a, z) verschwinden mu8, so bekommt man im ganzen die folgende 
Bedingungsgleichung: 


Jali) (i n(ea)/(E4) 
—j . — . 5 SUT ian O: ah 
aon et7BL, ag oes Jor ¥1 For) | DONE ; 
ib 6, ° /L Jo(7'o:)  cos2aBL—cos20, 


i) ($i) . nt is er 7 sin( <7) 
} =e a x 2 Jog e Y,(j09) A Es eae Ae 
i tq: /L Joliog) L “ ae = 0. (4) 
q 


GN 


Demnach lautet die Bestimmungsgleichung fiir den gesuchten Parameter 


ee /(4 ee wn 
sin(T a) /(7 oi “vie Wea 


cos 2 a B L—cos20, Jo(io1) 6, + b/L wo 2G 
co 
Saree eee 
a \Y1\o Jog Tolioa) 2-bdjL?-t 


(6, =20Lja- , 0, = tt, =1-20Lldg- V(AlAsi?)?—1; g=2, oy fae 
Die Anderungen, die angebracht werden miissen, wenn auch noch die GroBen o, in dieser 
Gleichung fiir = 1,2... bis m reell sind, kénnen ohne weiteres angegeben werden. Was 


die Konvergenz der in Gl. (5) auftretenden unendlichen Reihe anbetrifft, so entspricht sie 
der absoluten Konvergenz der Reihe 


di (1/t,)? ~~ 2 (1/9). 
q q 
In Gl. (5) stellt bis auf unwesentliche Konstanten die linke Seite den Beitrag des Feldes 
der ungedampften Hohlleiterwelle mit der Grenzwéllenlange i,) za der Forderung E, (a, 
+ (1—d/L)) dar. Sie sollte nach der eingangs gemachten Annahme die einzige Welle sein, 
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die als wesentlich dampfungsfreie Welle iiberhaupt im Hohlleiter existiert. Die rechte Seite 
entspricht dem Beitrag der unendlich vielen anderen Wellen vom Typus der H,,,-Wellen 
mit m = 2,3,4.... Ihr Einflu8 geht wegen der auBerordentlich starken Dampfung dieser 
Wellen nur wenig iiber die unmittelbare Umgebung ihrer einzelnen Erzeugungsstellen hinaus: 
Das sind aber die vollkommen leitenden Ringe in den Ebenen z = (2m + 1)-L fiir n =0, 
+1,+2.... Da8 dieses verschiedenartige Verhalten auch eine verschiedene Bewertung 
der zugehérigen Feldanteile erfordert, hat nichts Uberraschendes. 

Unter diesen Umstanden ist es nicht ohne Reiz, die eben erhaltenen Ergebnisse mit denen 
zu vergleichen, die sich wie vordem im Falle einer gleichartigen Anordnung von vollkommen 
leitenden Ringen, aber bei Fortfall der AuBenhiille des Hohlleiters einstellen. Allerdings 
darf man die fiir diesen Ubergang notwendige Grenzwertberechnung, die entsprechend der 
Annahme 6 — oo vor sich gehen muB, nicht etwa in der Gl. 3(g) vollziehen, sondern es mu8 
dies an der Gl. 3(4a) geschehen. Im Hinblick auf die Gl. 3(2c) entflieBt dann sofort aus der 
Gl. 3(4a) neuerdings die Forderung, daB, um die Komponente E,(a, + (L —d)) fiir 6 > oo 
zum Verschwinden zu bringen, jetzt die Summe 


Sy SGeng) a(Ga) (2) =o. (6) 
Onl? = (n + B L)®? — (2 L/A,)? (6a) 


sein mu8. Nun errechnet sich mittels der DEByEschen Naherungen fiir kleine reelle Werte 
von v, aber groBen reellen Werten von x die Naherungsformel 


1 4 Gin? a—1 4 
ONG eeere |e seer, ee (ra) 
Unter Beriicksichtigung der Definitionsgleichung fiir « kann sie auch in der Form 
1,4) K,(s) ~— ee (7b) 


2Verre r6fPreP? 8 Yor4 x | 
geschrieben werden. Die Wurzeln sind in dieser Gleichung alle positiv zu nehmen, und auch 
die GréBe w,, selbst ist wie friiher stets groBer als Null. Die Giite der durch Gl. (7b) erzielten 
Annaherung bei alleiniger Beriicksichtigung des ersten Gliedes in (7b) laBt Tabelle 1 er- 
kennen. 


Tabelle 1 
| 

x | T(x) + Ky(2) | = 
fo) 0,500000 | 0,500 000 
0,25 0,470611 0,485071 
0,5 0,427 187 0,447 213 
1,0 | 0,340173 9,353 553 
165 0,272 302 0,277 350 
2,0 0,222 476 0,223 606 
2,5 0,185 962 0,185 695 
3,0 0,158753 0,158114 
3,5 0,138014 | 0,137 361 
4,0 0,121 832 0,121 268 
4,5 | 0,108 926 0,108 465 
5,0 | 0,098 428 | 0,098 058 
5,5 0,089 739 0,089 443 
6,0 | 0,082 439 0,082 199 
6,5 0,076 223 0,076029 
7,0 | 0,070870 0,070711 
iS 0,066 214 | 0,066 082 
8,0 | 0,062 128 | 0,062 017 
8,5 | 0,058 514 0,058 421 
9,0 0,055 295 0,055 522 
9,5 0,052 410 | 0,052 342 


10,0 0,049 811 0,049 752 
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Die Reihe (6) ist im tibrigen nur deshalb konvergent, weil der sin oder der cos bei der 
Berechnung der Reihensumme Vorzeichenwechsel bewirken. Setzt man den Ausdruck (7b) 
in Gl. (6) ein, so besteht nunmehr fiir f die Berechnungsvorschrift : 


4229 Sin 


> cos 
n= —o0o 


Wahrend also im jetzigen Fall das Nullsetzen von d die Bestimmungsgleichung (8) fiir B 
unbrauchbar machen wiirde, ist die GréBe von d in der friiheren Gl. (5) von geringerem 
EinfluB; nur darf sie allerdings wegen des rechten Faktors unter dem Summenzeichen 
auf der rechten Gleichungsseite auch nicht gerade verschwinden. 

Die Auflésung der Gl. (8) nach f L ist immer noch recht schwierig. Nur in dem besonderen 
Falle, daB die der Schwingungsfrequenz entsprechende freie Raumwellenlange A, = 2 7 a ist, 
14Bt sich die gesuchte GroBe f L bei kleinen Werten von d/L mit einem relativ geringen Auf- 
wand an Miihe berechnen. Die Forderung (8) nimmt namlich in diesem Falle die Form an: 


enat)-[@L+m+(Z)- rE ]P =o. 8) 


+ 00 —ink + co +ina j oo —1Vv4% : at tar 
et ass tet ee a eee 
ai tbLl oie B4l al 9 Gee) v— (BL—?) 
d 
(x =a To De pe Memon (9) 


Benutzt man an dieser Stelle die in der Arbeit [9] des Verfassers hergeleitete Formel, so er- 
halt man 


+00 ind = (i 
DS pag 8 |e Lis d) +: ete BL) — Fe toa: pl +) 
ini coll nae as: 
re fore) j a 
a Ppa te di ase + p) + g(B L; «; B) — = tas — 6 + BD) (10) 
A=1 s 


co 


dln I(z 
(p<pL<p+1: a= djL ; C(s, 2) = De +9 —§ mit Re(s) > 1; V2) = a 


mit der Erklarungsgleichung 
g(B La; p) = 0,577216 + V(PL — p) + Ina. (10a) 


Da nun €(0, z) = 1/, — z ist, so kann mit Hilfe dieser Gleichung, wenn alle héhere Potenzen 
von « auBer der ersten vernachlassigt werden, in der Tat eine relativ bequeme Berechnung von 
L f erfolgen. 
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Ubersicht : Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Berechnung der Konstanten verschiedener einfacher 
, Ersatzfunktionen“ fiir nichtlineare Kennlinien eines bestimmten Typs. Die hier angewandten rechnerischen 
Verfahren, insbesondere die normierten Diagramme fiir die Konstanten der logarithmischen, der area sinus- 
und der arcus tangens-Ersatzfunktion stellen eine Erganzung der in der Arbeit von FISCHER und MosER {1] 
gezeigten zeichnerischen Verfahren dar. Die Auswahl der behandelten Ersatzfunktionen wurde vor allem im 
Hinblick auf ihre Verwendung in den Differentialgleichungen nichtlinearer Stromkreise getroffen. 


1. Aufgabenstellung 


Ein groBer Teil der in dér Elektrotechnik verwendeten nichtlinearen Schaltelemente 
besitzt eine Kennlinie der Form, wie sie in Bild 1 gezeichnet ist. 

Wir haben hier vorlaufig die Koordinaten allgemein mit x und y bezeichnet. Beziiglich 
der Lage der Achsen miissen einige Vereinbarungen getroffen werden. Die in Bild 1 gezeigte 
Kurve hat die Eigenschaft, sich mit zanehmenden Werten der Abszisse x asymptotisch einer 
Geraden zu nihern; sie hat dabei durchweg eine positive erste Ableitung, jedoch eine nega- 
tive zweite Ableitung. Die Kurve wird daher von ,,oben“ betrachtet konvex. Die Asymptote 
hat in vielen praktisch vorkommenden Fallen einen verschwindend kleinen Anstieg. Man 
kann in solchen Fallen sagen, daB sich die GréBe y einem Sattigungswert nahere. Wir 
wollen von vornherein verabreden, die Kennlinien der im Folgenden behandelten nicht- 
linearen Zweipole so zu zeichnen, daB die entstehende Kurve die hier erwahnten Eigenschaften 
hat. Oder etwas ungenauer ausgedriickt: Wir wollen diejenige GréBe, die einem Sattigungs- 
wert zustrebt, stets auf der senkrechten Achse abtragen. 

Die folgenden Betrachtungen seien ferner auf Kennlinien des oben geschilderten Verlaufs 
beschrankt. Insbesondere sollen Kennlinien mit stiickweise negativem Anstieg hier nicht 
behandelt werden. 

Die allgemeinen Koordinaten x und y werden wir weiter unten bei den Anwendungs- 

beispielen durch die jeweiligen physikalischen GréBen ersetzen, so z. B. bei der Strom-Span- 
nungskennlinie eines Halbleiters die Abszisse x durch den Strom 1, y 
die Ordinate y durch die Spannung « am Halbleiter. Umgekehrt 
liefert die in Bild 1 dargestellte Kurve die Anodenspannungs- 
Anodenstromkennlinie einer Pentode, wenn man x durch die 
Anodenspannung uw, und y durch den Anodenstrom 2, ersetzt. Bei 
Vernachlassigung der Hysterese stellt ferner die Kurve des Bildes 1 
der Gestalt nach den Zusammenhang zwischen der magnetischen , 
Feldstarke und der Induktion eines eisenhaltigen magnetischen pita 1. Kennlinie der wichtigsten 
Kreises dar. Man erhalt die entsprechende Kennlinie, indem man aailveneincn Venn 
die Abszissendifferenzen der Aste der Hystereseschleife halbiert. 
Die entstehende Kurve heiBt Mittelkurve. Sie deckt sich im Wesentlichen mit der 
Neukurve des Kreises, mit Ausnahme kleiner Induktionswerte. In vielen Fallen laBt 
sich bei der Behandlung nichtlinearer Kreise die Hystereseschleife ohne allzugroBe Ungenauig- 
keit durch die Mittelkurve ersetzen. 

Unsere Aufgabe besteht nun in der méglichst guten Annaherung von gemessenen Zu- 
sammenhangen nach Bild1 durch analytische Funktionen, im Folgenden kurz Ersatz- 
funktionen genannt. Mit Hilfe dieser Ersatzfunktionen lassen sich Differentialgleichungen 
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nichtlinearer Stromkreise aufstellen, die mit den Mitteln der Analysis zumindest angenahert 
zu lésen sind. Daraus ergibt sich unmittelbar die Forderung nach méglichst weitgehender 
mathematischer Einfachheit der Ersatzfunktion. Einerseits ist es ohne weiteres méglich, eine 
empirisch gegebene Kurve nach einem der bekannten Interpolationsverfahren beliebig genau 
durch ein Polynom anzunahern. Andererseits werden aber die so gewonnenen Ausdriicke 
im Hinblick auf die spaiter zu bewaltigende Lésung der nichtlinearen Differentialgleichung 
viel zu verwickelt. Wir werden daher unsere Ersatzfunktionen in Gestalt einiger ganz ein- 
facher algebraischer und transzendenter Ansatze wahlen. An praktischen Beispielen soll 
gezeigt werden, daB dennoch die Giite der Annaherung in den meisten Fallen befriedigend 
ist. 


2. Ersatz durch ein zweigliedriges Polynom 
Wir untersuchen zwecks Annaherung einer vorgelegten Kennlinie den Ausdruck 
x y y 2n+1 
se as Ls 1 
Xp Vb +) ‘ (1) 


worin 2 > 0 eine ganze positive Zahl sei. Nach Angabe dieser Zahl 1 enthalt Gl. (1) noch 
zwei BezugsgréBen x, und y,, die mit Hilfe der gegebenen Kennlinie bestimmt werden sollen. 
Dazu fordern wir, daB die Ableitung im Nullpunkt y’|,_, = mp» sowie ein Kurvenpunkt der 
Ersatzfunktion mit den Koordinaten x, und y, mit den entsprechenden Werten der gegebenen 
Kennlinie iibereinstimmen. Differenzieren von Gl. (1) liefert 

dx 1 Xp 


Yb 
a a a oder ie a (2) 
dy |x=o Mo Vo X 


AuBerdem gilt fiir das gegebene Wertepaar %,, y,: 
x. y1\2” +4 


Xb - Vb Vb 


ard aC 


Daraus kommt mit der Abkiirzung = * = m, fiir die gesuchte Konstante y,: 
et | 


oder mit (2): 


—— we : (5) 


Setzt man im Exponenten der Gl. (1) im einfachsten Fall m = 1, so erhalt man als Ersatz- 
funktion eine kubische Parabel. Diese liefert jedoch nur dann eine befriedigende Anna&herung, 
wenn entweder die vorgelegte Kennlinie geniigend schwach gekriimmt ist, oder die Annaherung 
nur im Bereich geringer Aussteuerung erfolgen soll. Schon fiir 7 = 2 (Kurve fiinften Grades) 
ist dagegen die Annaherung auch in weiten Bereichen recht gut. 

Die Ersatzfunktion (1) ist eine ungerade Funktion; sie ist symmetrisch zum Nullpunkt 
und liefert daher fiir negative Werte von y den Verlauf der Kennlinie im dritten Quadranten, 
falls auch die Kennlinie eine ungerade Funktion ist (Beispiele: Magnetische Kennlinie, Strom- 
Spannungskennlinie eines Halbleiter-Widerstandes). Der Ausdruck (1) 1aBt sich dabei fiir 
Gleich- und Wechselstromkreise verwenden. 

Als Beispiel fiir die Anwendung der Ersatzfunktion (1) soll die in Bild 2 gezeigte Kennlinie 
eines nichtlinearen Widerstandes durch eine kubische Parabel gema8 (1) dargestellt werden. 
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Die Ersatzfunktion lautet, indem wir in der allgemeinen Gleichung (1) die Abszisse * durch 
den Strom 7 und die Ordinate y durch die Spannung w ersetzen: 


a u u \8 Uu ue 
ip Me . & = isl? : a (6) 
Der Anfangsanstieg der Kennlinie betragt etwa my) = 250kQ. Wir wahlen den Punkt mit 


1, = 3 mA; 4, = 44 V; m, = 14,67 kQ, in dem die Ersatzfunktion mit der gemessenen Kenn- 
linie tibereinstimmen soll. Nach Gl. (4) und (5) erhalt man dann mit » = 1 


i coma Ves 1, = 0,044aI0A. . 


Damit lautet unsere Ersatzfunktion nach Einsetzen dieser Werte in (6): 
a U u \* 
BA = 0004 = F + 0,00827 (=) : (6a) 


In Bild 2 sind einige Punkte dieser Funktion zum Vergleich mit der gegebenen Kurve ein- 
getragen. Die Anndherung ist unbefriedigend. Insbesondere kann die kubische Parabel 
der Kriimmung der Kennlinie nicht folgen. 

Wir setzen daher in Gl. (1) ~ = 2, betrachten also die Ersatzfunktion 


1 ui (u uU ay ( 
= ee 
in Up | Oty Up oe 7 


Hierfiir erhalt man aus (4) und (5) 


Un 22 NG 1, = 0,088 mA 


und damit nach Einsetzen in (7): 
aie u _¢ { ¥ ‘ (7a) 
<9 Gas 0,004 - an 1 -- 4,27 -10 =) ; 7 


Wie die in Bild 2 eingetragenen Punkte zeigen, ist die Annaherung durch diese Funktion 
fiinften Grades bereits recht gut. 


50 
V 


40 


0 4 2 3 4 mA 5 
Bild 2. Kennlinie eines nichtlinearen Widerstandes. Bild 3. Magnetische Kennlinie einer Spule mit Dynamoblechkern 
Die eingetragenen Kreuze sind Punkte der Ersatzfunktion Gl. (6a), Die eingetragenen Punkte sind Punkte der Ersatzfunktion 
die kleinen Kreise sind Punkte der Ersatzfunktion (7a). Gl. (8a). 


Fir die Lésung einer nichtlinearen Differentialgleichung bedeutet jedoch das Auftreten 
einer Funktion fiinften Grades gegeniiber derjenigen dritten Grades eine auBerordentliche 
Erschwerung. 

Oft kann man die Anndherung durch die kubische Parabel verbessern, indem man als 
Anfangsanstieg der Ersatzfunktion einen gréBeren Wert wahlt, als es dem Anstieg der wieder- 
zugebenden Kennlinie entspricht. Als Beispiel zeigt Bild 3 die magnetische Kennlinie Y¥ = /(t) 
einer Spule mit Dynamoblechkern (Mittelkurve). Die Ersatzfunktion (1) lautet hier mit m = 1: 


i Ue ENS 
saw ty) i” 


; Bn ; : : hiv fi 
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“a 


Der Anstieg der Kennlinie im Nullpunkt betragt etwa 0,8 H. Wir nehmen statt dessen 
m, = 10H und dazu den Punkt 7, = 1,5 A; Y, = 0,275 Vs, in dem die gegebene Kennlinie 
mit der Kurve (8) iibereinstimmen soll. Man erhalt damit 


WF == 0,0370.Vs; t, == 0,00370 A, 


Nach Einsetzen in (8) kommt 


a 


= al 
A a Vs 


1 + 708 (Fe )]. (8a) 


In Bild 3 sind einige Punkte der kubischen Parabel (8a) eingetragen. Die Abweichungen 
von der gegebenen Kennlinie sind geringer als bei den Punkten der kubischen Parabel in 
Bild 2. 


3. Ersatz durch Hyperbeln 


Eine sehr gute Annaherung einer vorgegebenen Kennlinie der hier betrachteten Art 
148t sich erreichen durch den Ausdruck 


ax 


aay Sap 


+ cx. (9) 


Die Funktion (g) hat allerdings den Nachteil, daB sie nicht symmetrisch zum Nullpunkt ist. 
Sie liefert bei gleichbleibenden Werten a, b, c nur eine Annaherung in einem Quadranten 
und 1aBt sich daher nicht fiir Aussteuerungen der Kennlinie beiderseits des Nullpunkts ver- 
wenden. 

Gl. (g) stellt eine Hyperbel dar, die durch den Nullpunkt geht und die Gerade y = a+ cx 
zur Asymptote hat. Sie enthalt drei Konstanten a, b und c, welche an Hand der gegebenen 
Kennlinie zu bestimmen sind. Dazu fordern wir Ubereinstimmung in drei von Null ver- 
schiedenen Punkten der Kennlinie. Die drei Punkte mégen die Koordinaten (x; 4), (%23 Ve) 
und (x3; ¥3) haben. Wir schreiben Gl. (9) zunachst in der Form 


—b—+ex+(a+bo=y (10) 


und setzen abkiirzend 
a@--be =4q.. (11) 


Zur Bestimmung der drei Konstanten 0, c und g haben wir dann mit der weiteren Abkiirzung 


i= (11a) 


das lineare System: 


kb+mct+qayn, 
—h,b+%.c+q=%.2, (12) 
—hkgb+%c+ g=Ysz, 
mit den Lésungen 


ie Vy (%2— %3) + Ve (¥%3 — 4) + Vg (%, — ¥2) 1 
41 (Ry — hs) + %2 (Rg — hy) + 4% (Ry — he)’ ( 3) 

oe V1 (ka — hs) + Yo (Rg— hy) + Vg (hy Rg) 
% (ky — Rg) + %p (Rg — hy) + % (hy — hy)’ (14) 
Va (% Rg — 3 By) + Vo (%3 By — 4% Ry) + Vy (% hy — He fy) 

a= #1 (Bg — Rg) + %_ (Rg— hy) + %y (Ry — hg) 2 (15) 


Die Konstante a bestimmt man anschlieBend leicht aus Gl. (11). 
Als Beispiel betrachten wir die Annaherung der Kennlinie eines nichtlinearen Widerstandes 
(Bild 4). Die Ersatzfunktion lautet hier 


Rit (16) 
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Wir wahlen die drei Kennlinienpunkte 


1, = 255 TAs Load O TIAL 5 t= 50 mA 
Uy = 30V, Lig A TVG, U,'=60V, 
ke=12 kQ; eA) | hes Ieee 


Aus den Gln. (11) bis (15) erhalt man, indem man x durch 7 und y durch  ersetzt: 
Wi ALN os (1 mA, 10,402 


Einige Punkte der dadurch festgelegten Hyperbel (16) sind in Bild 4 eingetragen. Sie legen 
sehr dicht an der gegebenen Kennlinie. 


80 


0 10 20 30 40 50 mA 60 
{_— 
Bild 4. Kennlinie eines nichtlinearen Widerstandes. 
Die Sher aehen Punkte sind Punkte der Ersatzfunktion (16) mit @ = 41 V, 6b =1mA,c=0,4k2 


4, Ersatz durch eine Potenz mit gebrochenem Exponenten 
Zur Darstellung der Kennlinie des Bildes 1 machen wir jetzt den Ansatz 
y= hx? (8B > 0) (17) 


und geben zwei Punkte (x,; y,) und (%,; y,) der Kennlinie zur Bestimmung der Konstanten k 
und 6 vor. Dann gilt mit 


V=ket, v= khx, (18) 
nach Division und logarithmieren: 
V2 ip) 
log =p -t0s— 
ae V1 : ms Ay 
und daraus sofort 
log * 
y 
peer (19) 
log =2 
ay 


AnschlieBend hat man aus (18) fiir die Konstante k: 
pa hae (20) 


Der Ausdruck (17) liefert fiir beliebiges positives 6 nur eine Annaherung im ersten Quadranten, 
ist also fiir Wechselstromkreise im allgemeinen nicht geeignet. 

Mit der Funktion (17) gelingt besonders gut die Nachbildung der Kennlinien von Halb- 
leiter-Widerstanden. Dabei ist stets B << 1. Als Beispiel sei die in Bild 5 gezeichnete Kenn- 
linie vorgelegt. Wir suchen eine Ersatzfunktion der Form 


uk. (21) 


ink ‘ : Archiv fir 
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ee 

Zur Berechnung von k& und # wahlen wir die Kennlinienpunkte 
1 ae 4, = 10 MA 
Uj 50 V Ux OO IV ce 


Mit (19) und (20) folgt dann, indem wir x durch 7 und y durch wu ersetzen: 
8 
fb = log + [log 10 = 0,20412 0,2, 
k= wje? = 50 Vina %F7 
so daB also die gesuchte Funktion 


uU 2 \0,2 
<= = 50- (=) (21a) 
lautet. Einige mittels (21a) berechnete Punkte sind in Bild 5 eingetragen. Man erkennt, 
daB die Ubereinstimmung zwischen Ersatzfunktion und Kennlinie auBerordentlich gut ist. 


; i anata 0 200 400 600 goo == V 1000 
Q Uu—_ 
Ul ar ‘L 
Bild 5. Kennlinie eines Widerstandes vom Bild 6. Anodenspannungs-Anodenstromkennlinie einer Sendepentode fiir bestimmte Werte 
Halbleitertyp mit Punkten der der Steuergitter- und Schirmgitterspannung. Eingetragen sind Punkte der Ersatzfunktion 
Funktion (21a). u=hé® mit k = 8,14- 10-2! V mA~*%6 und 6 = 9,6. 


Fiir 6 > 1 lassen sich mit dem Ausdruck (17) auch Roéhrenkennlinien darstellen, jedoch 
ist die erreichbare Ubereinstimmung hierbei im allgemeinen nicht so gut wie bei den Halb- 
leiter-Kennlinien. Bild 6 zeigt als Beispiel die Nachbildung einer Pentoden-Kennlinie. 


5. Ersatz durch eine logarithmische Funktion 


Die in diesem Abschnitt behandelte Ersatzfunktion hat wie die Hyperbel und die soeben 
behandelte Potenzfunktion den Nachteil, da8 sie nur in einem Quadranten brauchbar ist, 
also bei Aussteuerungen rechts und links vom Nullpunkt versagt, gleichbleibende Werte der 
Konstanten vorausgesetzt. Ferner liefert sie — ahnlich wie die kubische Parabel unter 2. — 
nur bei verhaltnismaBig schwach gekriimmten Kennlinien eine befriedigende Anndherung. 
Ihr Vorzug ist jedoch ihre analytische Einfachheit. Sie lautet: 

y 


am (3 a *). (22) 


Zur Bestimmung der BezugsgréBen x, und y, fordern wir die Ubereinstimmung mit der 
gegebenen Kennlinie in zwei von Null verschiedenen Kurvenpunkten (x,;,) und (x9; Ys), 
im folgenden kurz ,, Deckpunkte“‘ genannt. Wir schreiben damit Gl. (22) als Umkehrfunktion: 


A Pe ; ih Fees 
Xb Xp 
Daraus erhalt man mit den Abkiirzungen 
Vis are SACL ee 
Ape PP: Fe (23) 
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die beiden Beziehungen 


om (24) 


Lepage Te: (25) 
Gl. (25) behandeln wir als transzendente Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannte g, denn 
aus @ folgt mit (23) die gesuchte GroBe y, und wegen (24) auch x,. Setzt man in (25) fiir k, 
einen bestimmten Wert ein und berechnet k, als Funktion von g, tragt jedoch o tiber k, auf, 
so erhalt man eine Kurve, aus der man far einen bestimmten Wertevorrat von k, und den 
festen Wert k, die jeweilige Zahl @ entnehmen kann. La8t man in (25) k, nacheinander 
verschiedene Werte annehmen, so erhalt man eine Kurvenschar mit k, als Parameter. Eine 
solche Schar zeigt Bild 7 fiir den Bereich 1,5 < k, < 10 und sieben Werte des Parameters k,. 
Mit Hilfe von Bild 7 1a8t sich fiir eine vorgelegte Kennlinie sehr bequem eine Ersatzfunktion 
der Gestalt (22) ermitteln. 
Es sei beispielsweise die magnetische Kennlinie des Bildes 3 durch die Funktion (22) zu 
ersetzen. Wir wahlen die Deckpunkte 


tO 2 to 575 Ee 
e370 10, Vs area Se 


In den Gleichungen (22) bis (25) ist iiberall x durch 7 und y durch Y zu ersetzen. Die Ersatz- 
funktion lautet: 


= l ( i te g 6 

Te Seis 

Pp \ % ) 
Man hat mit den gegebenen Punktkoordinaten: 


hp 485 Ry ogy = 175.- 


Gee 
Aus Bild 7 liest man ab: 9 = 1,95 = Tat 
b 
Daraus und aus (24) erhalt man schlieBlich 
Y= 0,002.Vs.; te 1 7 = 00539 As 


é 


Die Ersatzfunktion (26) ist damit zahlenmaBig bestimmt. In Bild 8 sind die gegebene Kenn- 
linie sowie einige Punkte der Ersatzfunktion zum Vergleich gezeichnet. Die Ubereinstimmung 
im betrachteten Bereich ist befriedigend. 

Wir bringen noch ein Beispiel zur logarithmischen Ersatzfunktion. Es sei die in Bildg 
gezeigte dielektrische Kennlinie Q = /(u) eines nichtlinearen Kondensators durch einen 
Ausdruck der Form (22) nachzubilden. Man hat sinngemaB: 


Wir wahlen an der gegebenen Kennlinie die Deckpunkte 
Ui 800), Ue = 1120 V, 
OQ. —= 1002 Coul; 0, = 72-107 Coul 


und haben damit k, = 3,11; k, = 2. In Bild 7 lest man ab @ = 0,75 und kann daraus leicht 
berechnen 


Lome 
Q;, =n = 1,33-10-* Coul, 
g 7s) 
Uy 360 s 
‘(Ron pane a Pies Stil 


In Bild 9 sind Kennlinie und Punkte der Ersatzfunktion zum Vergleich zusammen gezeichnet. 
Wegen der schwachen Kriimmung der dielektrischen Kennlinie ist die Ubereinstimmung 
recht gut. 


bean 4 : Archiv fiir 
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3 | T HI {| 4,15 
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0 0,5 1,0 4,5 20 A 25 0 500 1000 1500 V 2000 
{— C= 
Bild 8. Magnetische Kennlinie einer Spule mit Dynamoblechkern. 
Die eingetragenen Punkte sind Punkte der Ersatzfunktion (26) 
mit 7 = 0,0539 A, Wh = 0,082Vs. 


7 
Bild 9. Dielektrische Kennlinie eines Bariumtitanat-Kondensators. 
Die eingetragenen Punkte sind Punkte der Ersatzfunktion (26a) 
mit up = 323 V Qpb = 1,33 107* Coul. 
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Bild 10. Schaubild zur Ermittlung der Konstanten xp und yz der Ersatzfunktion area sinus Gl. (27). 


0,4 
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0 1 2 3 4 As 
{Y— 
Bild 11. Magnetische Kennlinie einer Spule mit Dynamoblechkern. Zum Vergleich sind einige Punkte der 
Ersatzfunktion area sinus, Gl. (31), mit 7 = 0,0519 A, Wp = 0,0665 Vs eingetragen. 
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Bild 12. Schaubild zur Ermittlung der Konstanten x, und yy der Ersatzfunktion arcus tangens, Gl. (32). 


0,4 


0 » 10 ah) 20 A 25 
4 ‘ 
Bild 13. Magnetische Kennlinie einer Spule mit Dynamoblechkern (Mittelkurve). Die eingetragenen 
Punkte sind Punkte der Ersatzfunktion arcus tangens, Gl. (36), mit 7) = 0,97 A, Vy = 0,25 Vs. 
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6. Die Ersatzfunktion area sinus hyperbolicus 
Der Ausdruck 


y : x 
ea Ar sinh 5 (27) 


eignet sich zur Darstellung einer Kennlinie bis zu gréBeren Aussteuerungen auch beiderseits 
des Nullpunkts. Als Bestandteil einer nichtlinearen Differentialgleichung besitzt er oftmals 
eine bemerkenswerte mathematische Kraft wegen der zahlreichen geltenden Beziehungen 
zwischen den Hyperbelfunktionen. 
Zur Bestimmung der BezugsgréBen x, und y, schreiben wir (27) in Gestalt der Umkehr- 
funktion: 
eS eink (28) 
*h Yb 
und wahlen wiederum zwei Kennlinienpunkte (x,; y,;) und (%,; y,) als Deckpunkte der Ersatz- 
funktion mit der gegebenen Kennlinie. Aus den Beziehungen 


x 3 Xo 5 
— = sinh os 23 smh 2 
Xp Yb *b Yb 
folgt 
4 Ay 
— = 2 
* = sinh (y,/y5) sinh @ (29) 
und 
ver sink oe 


mit den Abkiirzungen Gl. (22) des vorigen Abschnitts. Aus Gl. (30) laBt sich ebenso 
wie oben aus Gl. (25) eine Kurvenschar berechnen, die ein schnelles Auffinden der normierten 
GréBe @ und damit der Konstanten x, und y, der Funktion (28) erméglicht. Eine solche 
Schar ist in Bild 10 gezeichnet. 

Beispiel: Die in den Bildern 3 und 8 bereits benutzte magnetische Kennlinie ist in Bild 11 
bei gréBerer Aussteuerung gezeichnet und soll durch die der Gl. (27) entsprechende Funktion 


ve 
= Ar sinh = ee (31) 


wiedergegeben werden. Wir wahlen die Deckpunkte 
t= OA25 A, (is Cs 
Yo ==-6,180 Vs5 Y= 0ns25° Vs 


und bilden gema8 Gl. (23) die Verhaltnisse k, = 7,/1; = 8,24; k, = W,/¥, = 1,75. Aus Bild 10 
entnimmt man dazu 


Py 
Q = Ww, aoe 2,8 
und erhalt daraus Y, = 0,0665 Vs; i, = ane 0,0519 A. 


Damit liegt die gesuchte Funktion zahlenmabig fest. Bild 11 zeigt einige Punkte dieser 
Funktion. Die Ubereinstimmung mit der gegebenen Kennlinie ist gut. 


7. Die Ersatzfunktion arcus tangens 


Eine sehr anpassungsfahige Funktion zur Annaherung von Kennlinien der hier betrachteten 
Art ist die arcus-tangens-Funktion. Sie ist brauchbar beiderseits des Nullpunkts sowohl 
bei kleinen als auch bei groBen Aussteuerungen bis hin zur ,, Knick-Kennlinie“. Wir schreiben 
sie in der Form 


* = are tg —, (32) 
Vb *b 


: : : Archiv fiir 
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mit den zu bestimmenden BezugsgréBen x, und y,. Dazu wahlen wir wie oben zwei en 
linienpunkte (x1; y,) und (x2; y,). Schreibt man voriibergehend (32) in Gestalt der Umkehr- 
funktion, so ist also 


| tiga (33.4) 
Xb s yy’ 
age (33) 
%% Vb 
Wir setzen wie in Gl. (23) 
1s eee Bape Shy. wae 2, 
et mr ae (23) 
und haben aus (33a, b): 
wy 
tee (34) 
tg (Rk 
Bk eee | (35) 


Die Beziehung (35) ist in Bild 12 fiir verschiedene Werte des Parameters hk, dargestellt, 
wobei k, als Abszisse und @ als Ordinate gewahlt wurde. Bild 12 gestattet es, fiir die aus der 
vorgelegten Kennlinie gegebenen Werte , und k, sofort die zugehdrige GroBe @ zu entnehmen 
und damit die jeweiligen Konstanten x, und y, zu bestimmen. 

Als Beispiel zeigt Bild 13 die magnetische Kennlinie einer Spule mit Dynamoblechkern 
bei einer Aussteuerung bis weit in das Sattigungsgebiet. Als Deckpunkte zur Bestimmung 
der Ersatzfunktion 


y 1 
pea es se 6 
y, = are tg Fa (36) 
wahlen wir die Punkte 
4,=2,5A, tg = 13,75 A, 
y, = 0,3 Vs, Po = 0,375 VS, 
und erhalten damit k, =—2 = 555k, = —* = 1,25. 
$ ay G% 
Aus Bild 12 findet man 
Y, 


und daraus wegen Gl. (34). und (35): ¥, = 0,25 Vs: 4, = 0,907 A; 
Einige Punkte der so gewonnenen Ersatzfunktion sind in Bild 13 eingetragen. Sie liegen 
sehr dicht an der gegebenen Kennlinie. 


8. Beriicksichtigung der Hysterese 


Bisher haben wir nur eindeutige Kennlinien betrachtet, also solche, bei denen jedem 
Abszissenwert x nur ein Ordinatenwert y zugeordnet war. Insbesondere haben wir im Fall 
der magnetischen und dielektrischen Kennlinie statt der vollstandigen Hystereseschleife nur 
die Mittelkurve durch unsere Ersatzfunktionen angenahert. 

Beim Auftreten von Hysterese ist die Beriicksichtigung der vollstandigen Kennlinie zur 
Berechnung nichtlinearer Vorgange in vielen Fallen nicht méglich, weil der genaue Kennlinien- 
verlauf garnicht bekannt ist. Die Breite der Hystereseschleife, das hei8t: der Abstand der 
Schnittpunkte der beiden Kurvenaste mit der Abszissenachse hangt bekanntlich ab erstens 
von der Aussteuerung und zweitens von der Frequenz, mit der die Kennlinie durchlaufen 
wird. Von Anderungen der Temperatur wollen wir iibrigens hier absehen. Alle bisherigen 


und alle folgenden Betrachtungen beziehen sich selbstverstandlich auf die Raumtemperatur 
von 20°C, 
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Die Aufstellung einer Ersatzfunktion fiir die ganze Hystereseschleife oder einen ihrer 
Aste lohnt sich nur in solchen Fallen, in denen sowohl die Frequenz als auch die Aussteuerung 
wenigstens angenadhert bekannt sind. Bei nicht zu schnellen zeitlichen Anderungen der 
Variablen kann man mit der sog. statischen Kennlinie arbeiten, das heiBt mit der Kenn- 
linie, die bei langsamem Durchlaufen der Veranderlichen gemessen wird, wobei ,,langsam‘“‘ 
hier ,,langsam gegeniiber allen Zeitkonstanten des Werkstoffs‘‘ bedeutet. Legt man sich 
beziiglich der Zeitabhangigkeit auf die statische Kennlinie fest, so fehlt zur Kenntnis der 
Hystereseschleife noch die Kenntnis der Aussteuerung. Diese ist aber oftmals von vornherein 
bekannt, so z. B. bei Gleichstromkreisen mit nur einem Energiespeicher, in denen der ein- 
. geschwungene Zustand sofort angegeben werden kann und kein Uberschwingen auftritt. 
Hier kann eine Ersatzfunktion fiir die Hystereseschleife durchaus lohnend sein. 

Nur in seltenen Fallen kann man die ganze Hystereseschleife durch einen einzigen Funk- 
tionsausdruck darstellen, z. B. durch eine Ellipse. Meistenteils ist wegen der auftretenden 
Spitzen fiir die beiden Aste der Schleife je eine Ersatzfunktion notwendig. In diesem Fall 
liefern die ungeraden Funktionen unter unseren bisher behandelten Ersatzausdriicken 
eine befriedigende Annaherung an jeweils einen Ast durch Parallelverschiebung in 
Abszissenrichtung. 

Es soll beispielsweise die vollstandige (statische) Kennlinie der Steuerwicklung eines 
Magnetverstarkers (Bild 14) durch einen analytischen Ausdruck angendhert werden. Wir 
versuchen zunachst eine Annaherung des rechten Astes im ersten Quadranten durch die 
parallelverschobene arcus-tangens-Funktion 

= 
zB = arctg =", (37) 


Bild 14. Vollstandige magnetische Kennlinie der Steuerwicklung eines Magnetverstarkers, aufgenommen bei 50 Hz. 
Die eingetragenen Punkte sind Punkte der arc-tg-Ersatzfunktion Gl. (37) mit 7, = + 8,5 mA, #y = 7,07 MA, Wp = 2,13 Vs. 


wobei der Index k an ,, Koerzitivfeldstarke“ erinnern soll. Wegen Y = 0 fiir 1 = 2, in Gl. (37) 
folgt der Wert von 7, sofort aus dem Schnittpunkt der Kennlinie mit der positiven Abszissen- 
achse zu 7, = 8,5 mA. Als Deckpunkte wahlen wir 


1, = 14,5 mA, tg Al,5 Ina, 
opie i == 2 ONS « 


Zur Bestimmung von 1, und ¥Y, sind auch hier die Hilfskurven Bild 12 verwendbar, wenn 
wir nur in Gl. (23) und (34) in geringfiigiger Anderung schreiben: 


eee 


ie eee ip , (23a) 
1 
eee (344) 


tge 
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In Bild 12 findet man durch Interpolieren 9 = 0,705 und daraus: 
Ge ; 
B= = 2:13 Vs; 1, e707 Me 


Die Ersatzfunktion fiir den linken Ast der Hystereseschleife bilden wir nun aus (37) 
durch Parallelverschiebung um den Betrag 2%, nach links unter Beibehaltung der oben 
gefundenen Werte fiir i, und W,. Fiir den linken Ast ist also statt 7, = 8,5 mA lediglich 
i, = — 8,5 mA in Gl. (37) einzusetzen. Die erhaltenen Ersatzfunktionen lassen sich durch 
Einsetzen negativer Werte der Veranderlichen 7 in den zweiten, dritten und vierten Quadranten 
fortsetzen. Bild 14 zeigt einige Punkte der Ersatzfunktionen zum Vergleich mit der gegebenen 
Hystereseschleife. Obwohl wir zur Bestimmung der BezugsgréBen 7, und WY, nur den ersten 
Quadranten herangezogen hatten, ist die Ubereinstimmung iiber die ganze Kennlinie dank 
deren Symmetrieeigenschaften tiberraschend gut. 


9. Zusammenfassung 


Es werden nichtlineare Kennlinien mit monoton ansteigendem Verlauf durch einfache 
algebraische und transzendente Funktionen ersetzt. Die Auswahl der ,,Ersatzfunktionen“ 
erfolgte hauptsachlich im Hinblick auf ihre Eignung bei der Aufstellung nichtlinearer Diffe- 
rentialgleichungen. Die Bestimmung der Konstanten der Ersatzfunktionen wird rein rechne- 
risch vorgenommen derart, da8 bestimmte Punkte oder Richtungen der vorgelegten Kenn- 
linie mit den entsprechenden Gr6éBen der gesuchten Funktion iibereinstimmen. In den Fallen, 
in denen diese Forderung auf transzendente Bestimmungsgleichungen fiihrt, werden nor- 
mierte Schaubilder angegeben, aus denen die gesuchten Zahlenwerte abgelesen werden kénnen. 
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Ubersicht. Untersuchungen der positiven Entladungserscheinungen in Luft [1], [2] haben zu aufschluB- 
reichen neuen Erkenntnissen iiber die von einer Entladung der positiven Elektrode ausgehende Durchschlag- 
entwicklung gefiihrt. In der vorliegenden Arbeit werden die verschiedenen positiven Entladungsarten im 
Hinblick aui die Entstehung des Durchschlagkanals behandelt. 


1. Einfiihrung 


Im homogenen und quasihomogenen elektrischen Feld tritt der Luftdurchschlag ohne 
wahrnehmbare Vorentladungen ein. Bei gentigend ungleichférmiger Feldausbildung hingegen 
fallen Anfangs- und Durchschlagspannung nicht mehr zusammen. Das Spannungsintervall 
zwischen dem Einsetzen der ersten wahrnehmbaren Entladungserscheinung und dem Ziinden 
des Durchschlagfunkens vergréBert sich bei konstanter Schlagweite mit zunehmender In- 
homogenitat des Feldes. 

Wenn sich Vorentladungen gebildet haben, wird die folgende Entwicklung zum Durch- 
schlag weitgehend von den Eigenschaften dieser Vorentladungen bestimmt. Das driickt sich 
schon darin aus, daB die Durchschlagfestigkeit stark von der Entladungspolaritat abhangt. 

Wenn die Anode so viel starker als die Kathode gekriimmt ist, daB nur positive Vorent- 
ladungen entstehen, so tritt der Durchschlag bei einer niedrigeren Spannung ein als bei ent- 
gegengesetzter Polung der Elektroden. Die Hauptursache hierfiir ist, daB die Weiterentwick- 
lung einer einmal geziindeten positiven Entladung dadurch gefordert wird, da8 die in der Um- 
gebung der Entladung durch kurzwellige Lawinen- und Kanalentladungsstrahlung gebildeten 
Elektronen durch die Feldkrafte zur Entladungszone hin beschleunigt werden. AuBerdem 
lésen hierbei diese photo-elektrisch erzeugten Elektronen neue Lawinen aus, wenn sie auf 
ihrem Weg Gebiete geniigend hoher Feldstarke durchlaufen, so daB der Hauptentladung dann 
noch mehr Elektronen zugefiihrt werden. Daraus ergibt sich auch die bei dieser Polaritat 
feststellbare Neigung zur Bildung weit vorwachsender, stark verzweigter Kanalentladungen. 
Dagegen streben bei einer negativen Entladung die Elektronen von dieser weg und kénnen, 
da sie hierbei meist in feldschwaches Gebiet kommen, im allgemeinen nicht stoBionisieren, 
zamal sie sich dort leicht an neutrale Teilchen anlagern und dadurch schwer bewegliche 
negative Ionen bilden. 

Wenn beide Elektroden gleichzeitig sprithen, so beeinflussen sich die beiden Entladungen 
gegenseitig. Die von der Anode ausgehende Entladung hat jedoch einen starkeren EinfluB 
auf die Durchschlagfestigkeit einer Luftstrecke als die gleichzeitig von der Kathode aus- 
gehende. Auch bei Wechselspannungsbeanspruchung, wo positive und negative Vorentladun- 
gen nach MaBgabe der Netzfrequenz rhythmisch aufeinanderfolgen, wird der Durchschlag 
fast ausschlieBlich von einer positiven Vorentladung geziindet, obwohl diese im allgemeinen 
erst bei einer hdheren Spannung einsetzt als die negative. Die Vorgange, die zur Entwicklung 
eines positiven Durchschlagkanals fiihren, sind daher fiir das Durchschlagverhalten der Luft 
von grundsatzlicher Bedeutung. 

Der positive Durchschlag wird je nach Anodenkriimmung und Elektrodenabstand von 
der Stromfaden-Entladung, der Glimm-Entladung oder der Biischel-Entladung ausgelést. 
In Bild 1 ist fiir eine konzentrische Kugelanordnung mit konstantem Radius der Hiillkugel 
(R = 10,05 cm) angegeben, von welcher Entladungsart bei Gleichspannung in Abhangigkeit 
vom Radius der positiven Innenkugel der Durchschlagfunke geziindet wird. Bei geringer 
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Anodenkriimmung entwickelt sich der Durchschlag aus einem Stromfaden, bei starkerer aus 
dem Glimmen und bei sehr starker aus einem Biischel. Dazwischen gibt es jeweils ein Uber- 
gangsgebiet, wo der Durchschlag sowohl von der Stromfaden- als auch von der Glimm-Ent- 
ladung bzw. sowohl von der Glimm- als auch von der Biischel-Entladung eingeleitet werden 
kann}. 

Es ist das Ziel dieser Arbeit, den Einflu8 der verschiedenartigen positiven Vorent- 
ladungen auf die Durchschlagentwicklung zu untersuchen und die Zusammenhange zu 
klaren. Da die Durchschlagfestigkeit der Luft keine Materialkonstante dieses Isoliermittels 
ist, sondern vom Feldverlauf abhangt, der seinerseits wieder von der Elektrodenform und dem 
Elektrodenabstand bestimmt wird und oberhalb der Anfangsspannung auBerdem in starkem 
MaBe von den dann vorhandenen Raumladungen beeinfluBt ist, sollen zuvor die Grenzen der 
Luftfestigkeit angegeben werden. : 


6 


oe Entladungseinsatz 
x Stromfaden-Durchschlag 
+ Glimm-Durchschlag 
~ Stielbiischel-Durchschlag 


SS 
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50 
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Bild 1. Anfangs- und Durchschlaggleichspannung eines Kugelkondensatorsin Abhangigkeit vom Radius r 
der: inneren Kugel fiir R = 10,05 cm AuBenradius. Innere Elektrode positiv. 
Kurve 1 (gestrichelt): Anfangsspannung, Kurve 2 (ausgezogen): Durchschlagspannung. 


2. Grenzen der Durchschlagfestigkeit von Luft 

Im homogenen und auch noch im quasihomogenen Feld findet eine beginnende Entladung 
iiberall giinstige Ionisierungsbedingungen vor, so daB in sehr kurzer Zeit eine gut leitende 
Verbindung zwischen den Elektroden aufgebaut wird. Hier fallen daher bei nicht zu kurzer 
Beanspruchungsdauer Anfangs- und Durchschlagspannung zusammen. Der kritische Span- 
nungswert liegt bei gegebenem Elektrodenabstand um so hoher, je gleichmaBiger der isolierende 
Luftraum beansprucht wird. Aus diesem Grunde weist fiir jede Schlagweite die Platten- 
funkenstrecke von allen technisch modglichen Elektrodenanordnungen die héchste Durch- 
schlagspannung auf (Kurve 7 in Bild 2), fiir die folgende Beziehung eine gute Naherung 
darstellt?: 

U, = 2454+ 7/4 


U,: Durchschlagspannung in kV, a: Schlagweite in cm. 

Da der Durchschlag im gleichférmigen Feld unabhangig von der Art der Spannungs- 
beanspruchung stets bei dem gleichen, nur von der Schlagweite abhangigen Spannungswert 
erfolgt, vorausgesetzt, daB die Einwirkdauer nicht in die GréBenordnung der Entladeverzugs- 


1 Zur Erganzung sei auch auf das Bild 2 der Arbeit [2] des Verfassers verwiesen, wo fiir verschiedene 
Kugelradien einer Kugel—Platte-Funkenstrecke in Abhangigkeit von der Schlagweite angegeben ist, von 
welcher Entladungsart der Durchschlag geziindet wird. 

* Zusammenstellung der bei ebenen Platten gemessenen Festigkeitswerte z. B. bei B. GANGER [3]. Ab- 
weichung der Formelwerte von der Mittelwertkurve fiir Schlagweiten zwischen 0,3 und 16cm maximal 2%, 
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zeit kommt, so gibt die Erfahrungsformel einen ganz allgemeinen Anhalt fiir die obere Grenze 
der Durchschlagfestigkeit der Luft. 


Ein véllig anderes Durchschlagverhalten ist bei Anordnungen mit stairker gekriimmten 
Elektroden zu beobachten, bei denen also das elektrische Feld ausgesprochen inhomogen ist. 
In diesem Fall bleiben die Entladungserscheinungen zundchst auf das Gebiet hoher Feld- 
kontraktion beschrankt, da bei den niedrigen Feldstarken im iibrigen Gasraum ein weiteres 
Vorwachsen nicht méoglich ist. Erst 
durch VergréBerung der Elektroden- °%? 
spannung kann sich der Teildurchbruch4 
schlieBlich zum Durchschlag entwickeln. 
Dieser Vorgang, bei dem die Vorent- 
ladungen unter Umstanden verschiedene 
charakteristische Stufen durchlaufen, 
spielt sich fiir die beiden Polaritaten 
unterschiedlich ab. Auch nehmen die 
einzelnen Entladungsarten in ganz eigener 
Weise auf die Durchschlagfestigkeit 
Einflu8. ‘ 


Eine besonders niedrige Durchschlag- 
spannung ist immer dann zu beobachten, 
wenn eine positive Vorentladung so 
stromstark wird, da8 Thermoionisation 
einsetzt, also ein Plasmaschlauch ent- 
steht. Der dann vorhandene, gut Jeitende 
Kanal mit fallender Strom—Spannungs- 
Charakteristik wachst in Richtung auf 
die Gegenelektrode vor und hat zur 100 pe 
Folge, da8 die Durchschlagspannung [egg ak Wem 
linear mit dem Elektrodenabstand und 
zwar bei mittlerer Luftfeuchtigkeit nur 
um etwa 5 kV pro cm Schlagweite zu- 
nimmt. Dieses lange, positive Biischel 0 10 
kann sich bei einer Spitze—Platte-Anord- 
nung wegen der dort sehr niedrigen 
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Bild 2. Grenzen der Durchschlagfestigkeit der Luft fiir Normalbedin- 
gungen (relative Luftdichte 6 = 1, Luftfeuchtigkeit f = 70>—80%). 


Anfangsspannung und hohen Feldkon- Kurve 1: Obere Grenze. Durchschlagspannung der Plattenfunken- 

: 0 strecke fiir Gleich-, Wechsel- und nicht zu kurze Sto8spannun- 
zentration besonders gut entwickeln. Aus gen. Mittelwertkurve aus vielen Messungen [3]. 
diesem Grunde geben die Durchschlag- Kurve 2: Untere Grenze. Durchschlagspannung der Spitze—Platte-Fun- 

- kenstrecke. Eingetragene MefSwerte bei einer Spitzenelek- 
werte der Spitze—Platte-Funkenstrecke trode mit 30° Spitzenwinkel und 0,6 cm Schaftdurchmesser 
25 2 : ye : gewonnen. 
fiir Gleichspannung bei positiver Spitzen-  Wachselonananngsdinchschilaye 
polaritat und auch fiir Wechselspannung + Gleichspannungsdurchschlage bei positiver Spitze. 
, 


wo ebenfalls das positive Biischel vor- 

herrscht, die untere Grenze der Durchschlagfestigkeit der Luft an (Kurve 2 in Bild 2). Die riick- 
wartige Verlangerung der Durchschlaggeraden geht ungefahr durch den Koordinatenursprung, 
so daB iiberschlagig mit einer spezifischen Mindestdurchschlagspannung der Luft von 5 kV/cm 
gerechnet werden kann. Lediglich im Gebiet kleiner Schlagweiten liegen die Durchschlag- 
spannungen etwas héher. Sie sind dort noch von der Form der Spitzenelektrode beeinfluBt, 
weil sich bei kleinen Elektrodenabstanden keine positiven Biischel entwickeln. 

3 Verhalten bei SpannungsstéBen: R. STRIGEL [4]. 


4 Im Gegensatz zum Durchschlag, bei dem die gesamte Luftstrecke zwischen den Elektroden von einer 
elektrischen Entladung mit fallender Strom—Spannungs-Kennlinie kurzgeschlossen ist, soll unter Durchbruch 
der Zustand verstanden werden, der durch das Ziinden oder das Vorhandensein einer Vorentladung bewirkt 
wird, die noch keinen vollkommenen Isolationszusammenbruch bedingt. 
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Mit der Durchschlagspannung der Plattenfunkenstrecke einerseits und der der Spitze- 
Platte-Funkenstrecke bei positiver Gleichspannung und bei Wechselspannung andererseits 
sind die Grenzen der Luftfestigkeit gegeben. Der in Bild 1 schraffierte Bereich zeigt daher, 
inwieweit sich die Durchschlagfestigkeit der Luft durch entsprechende Dimensionierung der 
Elektroden andern laBt. Die Grenzspannungswerte stehen etwa im Verhaltnis 1:5. 


3. Die Entwicklung zum Stromfaden-Durchschlag 


Der kanalartige, je nach Anodenkriimmung mehr oder weniger weit in den Feldraum 
hineinwachsende Strom- oder Leuchtfaden ist die erste deutlich wahrnehmbare positive Vor- 
entladungserscheinung®, Die Entstehung dieser Entladungsart hangt davon ab, ob der Betrag 
und der Verlauf der elektrischen Feldstaérke in Anodennahe die Entwicklung von Elektronen- 
lawinen groBer Tragerzahl zulaB8t und ob Anfangselektronen fiir den Beginn der StoBionisation 
im kritischen Gebiet vorhanden sind. Da diese Bedingung auch schon fiir die Bildung kleiner 
Impulsentladungen erfiillt sein muB, ist anzunehmen, daB sich erst durch Zusammenwirken 
vieler Lawinen Stromfaden entwickeln, wobei der Photostrahlung eine ausschlaggebende 
Rolle beim Aufbau zukommt. Die Abhangigkeit von dem zufalligen Zusammenwirken vieler 
Elektronenlawinen spiegelt sich bei konstanter Elektrodenspannung in der unterschiedlichen 
Lange der Einzelentladungen wieder. 

Der einmal geziindete Stromfaden wachst so weit vor, wie es der Verlauf des elektro- 
statischen Grundfeldes zusammen mit dem Raumladungsgehalt des maBgebenden Feldgebietes 
erlaubt, da hiervon die Zufuhr der zum Vorwachsen notwendigen Elektronen abhangt. Die 
Stromfaden-Kanale sterben ab, wenn die Elektronenzufuhr schwacher wird. 

Stromfaden entwickeln sich im raumladungsfreien Feld gut, im raumladungsbehafteten 
Feld dagegen schlecht. Ist der Raumladungsgehalt vor der Anode groB, so wird die Kanal- 
bildung véllig unterdriickt. Hierfiir ist es belanglos, ob die Zahl der positiven oder die der 
negativen Ionen tiberwiegt. Eine vorwiegend positive Ladung schwacht das Feld zwischen 
ihr und der positiven Elektrode. Sie unterdriickt bei geniigender Starke jegliche StoBionisation 
und bestimmt somit auch die Stromfadenpause, da ein erloschener Stromfaden im Gebiete 
seiner urspriinglichen Kanale viele positive Ionen zuriicklaBt. Befindet sich in dem mab- 
gebenden Gebiet stattdessen eine negative Ionenwolke, z. B. dadurch, daB sich einige der beim 
Entladungsaufbau photo-elektrisch erzeugten Elektronen im feldschwachen Gebiet an neutrale 
Teilchen angelagert haben und nach dem Absterben des Stromfadens in Anodennahe gelangen 
konnten, so wird das Feld vor der Anode aufgesteilt. Die Ziindbedingung wird dadurch ver- 
bessert, wahrend aber gleichzeitig die Ionisierungszone stark eingeengt wird. Die Folge davon 
ist, daB je nach Lage und Dichte der negativen Ionen entweder die Stromfaden frithzeitig 
absterben oder sich an Stelle der Stromfaden eine andere, in Kathodenrichtung eng begrenzte 
Entladungsart diffusen Charakters ausbildet. Negative Ionen vor der positiven Elektrode 
hemmen auf diese Weise die Kanalbildung und begiinstigen die Entstehung einer Glimm- 
Entladung. 

Da sich die Stromfaden in einem raumladungsfreien Feld besonders gut entwickeln, ist 
ihr rdumlich-zeitlicher Aufbau bei sehr steilen SpannungsstéBen gut zu verfolgen. Aus solchen 
Untersuchungen [4], [5], [6] hat sich ergeben, daB diese kathodengerichteten Kandle wegen 
der einfluBreichen Mitwirkung der Photostrahlung in auBerordentlich kurzer Zeit aufgebaut 
werden (je nach den Feldverhaltnissen liegt die Aufbauzeit zwischen 1078 und 10s) und 
aus dem gleichen Grunde sehr stark verzweigt sind. Aber auch bei statischer Spannungsbean- 
spruchung entstehen weitreichende, stromstarke, positive Kandle, insbesondere dann, wenn 
vorher keine Ionisierungsprozesse stattgefunden haben, also das Feld noch raumladungsfrei 
ist. Das ist im nicht zu ungleichfoérmigen Feld im allgemeinen der Fall. Dort entwickelt 
sich beim Erreichen der Anfangsspannung ein stromstarker, bis zur Kathode vorwachsender 
Leuchtfaden, der eine durchgehende, gut leitende Verbindung zwischen den Elektroden 


° Die Stromfaden und der Ubergang in das Glimmen sind in den Arbeiten [1], [2] vom Verfasser ausfiihr- 
lich behandelt. 
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herstellt und dadurch den Durchschlag herbeifiihrt. Hier fallen somit Anfangs- und Durch- 
schlagspannung zusammen. Der Durchschlag erfolgt dann ohne getrennt wahrnehmbare 
Vorentladung. 


Nimmt hingegen die Grundfeldstarke mit der Entfernung von der Anode steiler ab, so daB 
der Stromfaden nachdem er einen Teil des Feldraumes durchbrochen hat in feldschwaches 
Gebiet kommt, so stirbt er an Elektronenmangel, da sich die vorwiegend photo-elektrisch er- 
zeugten Elektronen dort an neutrale Teilchen anlagern. Diese gehen dem Kanalaufbau ver- 
loren. Gleichzeitig verhindert die so entstandene negative Ionenladung durch Feldveranderung 
die Elektronenzufuhr aus entfernter gelegenen Gebieten. Bei Erhéhung der Elektroden- 
spannung nimmt die Reichweite der Kanale zunachst zu, weil hierdurch die Feldstarke im 
gesamten Elektrodenzwischenraum angehoben wird. Jedoch wird mit jedem erloschenen 
Stromfaden der Raumladungsgehalt des Feldes gréBer, so daB die Stromfaden schlieBlich ver- 
kiimmern und vom Glimmen abgelést werden. 


Fiir die Ermittlung des Zusammenhanges zwischen Reichweite und Spannungsbedarf der 
Stromfaden interessiert die Elektrodenspannung, bei der in einer gegebenen Elektroden- 
anordnung ein Stromfaden gerade noch zum Durchschlag fiihrt. Diese gibt den Spannungs- 
bedarf der Entladung zur Uberbriickung des Elektrodenabstandes bei den vorliegenden Feld- 
verhaltnissen an. Fiir den in Bild1 dargestellten Kugelkondensator lést ein Stromfaden 
beim Radius 7 = 0,9cm der Innenkugel gerade noch den Durchschlag aus, bei kleineren 
Anodenradien dagegen nicht mehr, so daB bei diesem Radius der gesuchte Grenzfall vorliegt. 
Der Spannungsbedarf des Stromfadens betragt hierbei U = 44kV und die dazugehdrige 
Stromfadenlange 1 = R—vy = 10,05 —0,9 = 9,15cm. Unter der Voraussetzung, daB der 
den Durchschlag ziindende Stromfaden ein raumladungsfreies Feld vorfindet, betragt die 
Feldstarke an der Anodenkugel zu Beginn des Durchbruches 53,7 kV/cm, in 1 cm Entfernung 
von der Anode noch 12 kV/cm und an der Oberflache der Kathode nur noch 0,4 kV/cm. Die 
Annahme der Raumladungsfreiheit ist zumindest fiir die tiberschlagige Berechnung der Feld- 
verteilung erlaubt, da zur Erzielung eines Stromfaden-Durchschlages ohnehin der vorher er- 
mittelte Wert der Anfangsspannung in diesem Grenzfall schnell itibergangen werden muBte, 
damit ein bis zur Kathode vorwachsender Leuchtfaden entstand. Dem durchschlagziindenden 
Stromfaden sind daher keine schwacheren Stromfaden vorausgegangen. 


Es ist bezeichnend, daB bei der steilen Feldstarkeabnahme in Kathodenrichtung die Ent- 
ladungskandle iiberhaupt bis zur Hiillkugel vorstoBen. Das kann nur so erklart werden, daB 
schon in Anodenniahe, also noch im Gebiete hoher Feldstarkewerte, die Entladung zu einem 
Plasmaschlauch fiihrt. Das ist vorstellbar, weil wegen der Kugelsymmetrie des maBgebenden 
Feldgebietes in einem breiten Raum hohe Feldstarken vorhanden sind, so daB zahlreiche 
Nebendste entstehen kénnen, die den Hauptkanalen pro Zeiteinheit sehr viele Elektronen zu- 
fiihren. Da Plasmaschlauche eine fallende Strom-Spannungs-Charakteristik haben, wird das 
Potential des Kanalkopfes verhaltnismaBig hoch sein, so daB die Entladung auch noch in 
einem maBigen Grundfeld vorwachsen kann. 


Zur Ermittlung weiterer Grenzwerte wurde der Radius der auBeren Kugel variiert und 
wiederum die Anfangs- und Durchschlagspannung in Abhangigkeit vom Radius der Anoden- 
kugel bestimmt. In Bild 3 ist das Ergebnis solcher Versuchsreihen graphisch dargestellt. Der 
Stromfaden-Durchschlag verschiebt sich fiir kleine Halbmesser der Hohlkugel wegen der 
geringeren Schlagweite zu kleinen Anodenradien v hin. An dem prinzipiellen Durchschlag- 
verhalten andert sich jedoch nichts. Aus diesem Diagramm wurden die Grenzfalle heraus- 
gezogen, fiir die erstmalig Stromfaden zum Durchschlag fiihren. Wahrend bei R = 10,05 cm 
die Feldstarke an der Oberflache der Hiillkugel kurz vor dem Stromfaden-Durchschlag im 
Grenzfall (y = 0,9 cm) nur 0,4 kV/cm betragt, hat sie bei den kleineren Hiillkugeln, wo die 
Grenze bei kleineren Anodenradien liegt, héhere Werte (fiir R= 4,9cm: 0,8kV/cm, fiir 
R= 2,45cm: 1,5kV/cm und fiir R=1,25cm: 3,3kV/cm). Die Stromfaden-Entladung 
bendtigt also zum Weiterwachsen mit zunehmender Anodenkriimmung immer héhere Grund- 
feldstarken. 
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Aus der Auswertung der Grenzfalle folgt, daB die Lange der Leuchtfaden starker als pro- 
portional mit dem Anodenradius zunimmt (Kurve 7 in Bild 4), wahrend ihr Spannungsbedarf 


50 
kV 


40}, 


Anfangs-bzw. Durchschlagsspannung Uy ; Uz 


Bild 3. Anfangs- und Durchschlag-Gleichspannung fiir 
verschiedene Kugelkondensatoren als Funktion des Halbmessers r 
der Innenkugel. Innere Elektrode positiv. Anfangsspannung 
gestrichelt, Durchschlagpannung ausgezogen. 

Falli: R= 4,9 cm, Fall2: R = 2,45 cm, Fall3: R = 1,25 cm, 


4 
Radius der inneren Kuge 


dabei nur etwa linear ansteigt (Kurve 2 in 
Bild 4). Die mit der FeldvergleichmaBigung ein- 
hergehende Verbesserung der Ionisierungsbedin- 
gungen hat daher zur Folge, daB der spezifische 
Spannungsbedarf der Entladung (Gesamtspan- 
nungsabfall durch Stromfadenlange) steil ab- 
fallend geringer wird (Kurve 3in Bild 4). Die Ur- 
sache hierfiir ist die fallende Strom—Spannungs- 
Charakteristik hochionisierter Kandle, die be- 
wirken, daB die Wachstumsvoraussetzungen von 
seiten der Entladung her giinstiger werden. Die 
Weiterentwicklung wird schlieBlich durch den 
Gesamtspannungsabfall und die Abnahme der 
Feldstarke im _ elektrostatischen Grundfeld 
bzw. in dem durch Raumladungen verdnderten 
Feld abgebremst. 

Lange und Spannungsbedarf der Strom- 
faden stehen in einer Wechselbeziehung mit- 
einander. Je héher die fiir den Entladungs- 
aufbau zur Verfiigung stehende Spannung ist, 
um so weiter kann ein Stromfaden vorwachsen 
(Kurve 7 in Bild 5), um so geringer ist ‘aber 
zugleich der dabei benétigte Spannungszuwachs, 
weil der spezifische Spannungsbedarf mit der 
Stromfadenreichweite steil abfallt (Kurve 2 in 
Bild 5). 

Diese Ergebnisse wurden im Kugelfeld ge- 
wonnen. Wenn sie deshalb auch nicht quanti- 
tativ auf andere Felder iibertragen werden kén- 
nen, sind sie doch in ihren Grundziigen allge- 


meingiiltig. So laBt sich sagen, daB die Stromfaden immer und nur dann zum Durchschlag 
fiihren, wenn die von ihnen fiir die Uberbriickung des Elektrodenabstandes bendtigte 
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Bild 4. Lange und Spannungsbedarf der Stromfaden bei Gleichspannung im Kugelfeld in Abhangigkeit vom Radius r 
der scharfer gekrimmten Anode. ~ 

Kurve 1: Mittlere Stromfadenlange l= R—r, Kurve 2: Zugehoriger mittlerer Spannungsbedarf U der Stromfaden, 

Kurve 3: Mittlerer spezifischer Spannungsbedarf U/I der Stromfaden. 
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Potentialdifferenz kleiner als die angelegte Spannung ist. Das ist im nur schwach inhomogenen 
Feld stets der Fall. Dort liegt die Anfangsspannung bereits so hoch, daB der Spannungsbedarf 
der Leuchtfaden, wenn sie erst einmal entstanden sind, nur ein Bruchteil davon ausmacht, da 
sich bei den in diesem Falle vorliegenden geringen Feldsteilheiten Hauptkandale groBer Strom- 
dichte entwickeln kénnen. Der erste Stromfaden dringt deshalb stiirmisch vorwachsend bis 
zur Kathode vor. Der Durchschlag tritt hierdurch ohne getrennt wahrnehmbare Vorent- 
ladungen ein. 
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Bild5 Zusammenhang zwischen Reichweite und Spannungsbedarf der Stromfaden im Kugelfeld bei Gleichspannung. 
Kurve 1: Gesamtspannungsbedarf U, Kurve 2: Spezifischer Spannungsbedarf U/1. 


Bei groBerer Anodenkriimmung fallt der Spannungsabfall in den Kanalen schon ins Ge- 
wicht. Die Stromfaden ziinden hier den Lichtbogen gerade noch oder nur nach Spannungs- 
steigerung. Bei noch scharfer gekriimmter Anode ist die Anfangsspannung stets niedriger als 
die Spannung, die der Leuchtfaden brauchen wiirde, um den ganzen Feldraum zu durch- 
stoBen. Anfangs- und Durchschlagspannung sind.in diesem Fall immer voneinander ver- 
schieden. Der Unterschied nimmt bei konstanter Schlagweite mit der Kriimmung der Anode 
zu. AuBerdem besteht die Méglichkeit, daB die Glimm-Entladung die Stromfaden ablést 
und damit der Unterschied noch gr6Ber wird. 


4. Die Entwicklung zum Glimm-Durchschlag 


Im Gegensatz zu den kanalartigen, weit in den Feldraum vorwachsenden, unregelmaBig 
zindenden Stromfaden ist das Glimmen eine diffuse, sich nur auf die unmittelbare Anoden- 
umgebung beschrankende Dauerentladung. Diese Entladungsart geht, wenn nur das Anoden- 
gebiet elektrisch hoch beansprucht ist, bei Spannungssteigerung aus der Stromfaden-Entladung 
hervor. Sie stellt daher die zweite Entwicklungsstufe der positiven Korona dar. 

Fiir das Ziinden des Glimmens ist notwendig, daB die Feldstarke von der Anode zur 
Kathode hin geniigend steil abfallt und sich in Anodennahe eine ausreichend dichte, negative 
Ionenwolke befindet. Die Glimm-Entladung entsteht daher nur an verhaltnismaBig stark 
gekriimmten Elektroden und zwar im AnschluB an elektrische Vorgange, die zu einer negativen 
Raumladung vor der Anode gefiihrt haben. Bei geniigender Inhomogenitat des Feldes erhalt 
sich eine einmal geziindete Glimm-Entladung selbst, also auch dann, wenn die urspriingliche 
negative Ionenquelle nicht mehr vorhanden ist. Die fiir die Ziindung notwendigen ersten 
negativen Ionen kénnen z. B. von einem Stromfaden, von Entladungen der Gegenelektrode 
oder bei Wechselspannung von Entladungen der vorausgegangenen negativen Halbperiode 
herriihren. Bei Sto8spannung wird wegen der geringen Ionenbeweglichkeit das Glimmen 
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nicht geziindet, weil hierdurch in dem nur kurze Zeit bestehenden StoBfeld keine wirksame 
Feldaufsteilung in Anodennahe eintreten kann. Da sich die Glimm-Entladung nur bei Gleich- 
und Wechselspannung entwickelt und diese Entladungsart die Durchschlagfestigkeit einer 
Luftstrecke verbessert, ist es méglich, daB das StoBverhaltnis, also das Verhaltnis von Durch- 
schlagstoBspannung zur statischen Durchschlagspannung, Werte kleiner als 1 annimmt [9]. 

In Bild 6 ist die Entwicklung zum Glimm-Durchschlag schematisch dargestellt. Negative 
Ionen, die z. B. aus einer erloschenen Stromfaden-Entladung stammen kénnen, haben sich den 
Feldkraften folgend der Anode genahert, wahrend die 
positiven Ionen der abgestorbenen Leuchtfaden bereits 
das Anodengebiet verlassen haben (Bild 6a). In der Zone 
zwischen Anode und negativer Raumladungswolke wird das 
Feld durch die negativen Ionen aufgesteilt, wahrend es 
gleichzeitig zur Kathode hin geschwacht wird. Die im Ge- 
biete hoher Feldstarke in Anodennahe entstehenden Ent- 
ladungen werden daher schon nach einer kiirzeren Vor- 
wachslange abgebremst, als wenn das Feld raumladungs- 
frei ware. Nur in den Randzonen kénnen noch langere 
Entladungen entstehen. Steigert man, wenn sich ein 
solcher Zustand ausgebildet hat, die Spannung, so wird die 
Potentialdifferenz zwischen der negativen Ladungswolke 
und der Anode gréBer, so daB die StoBionisation in diesem 
Gebiete ergiebiger wird. Dadurch dehnt sich der von den 
negativen Ionen und zum geringeren Teil auch von Elek- 
tronen angereicherte Bereich allseitig aus und zwar so 


Bild6. Entwicklungsstadien der Glimm-Entladung 


a 


bei steigender Spannungshdhe. 


Zwischen der negativen Ionenwolke und der 
Anode ist die Feldstarke hoher als im elektro- 
statischen Grundfeld. In diesem Gebiet ent- 
stehen in Kathodenrichtung begrenzte Ent- 
ladungen und im Randgebiet vereinzelt noch 
langere Stromfaden. 

Das negative Raumladungsgebiet ist bei héhe- 
rer Spannung groBer und dichter. Die Glimm- 
Entladung hat sich stabilisiert. 

Zwischen Anode und vorgelagerter negativer 
Raumladung herrschen so hohe Feldstarken, 
daB die negative Raumladung instabil wird. 
Es entsteht ein Plasmaschlauch, der sich bei 
nicht zu groBer Elektrodenentfernung bis zur 


weit, wie fiir die Erlangung eines neuen Gleichgewichts- 
zastandes notwendig ist (Bild 6b). Das erklart die bei 
steigender Spannung beobachtbare Zunahme der Leucht- 
intensitat und die seitliche Ausdehnung der Glmm- 
Entladung, die bei einer kugelf6rmigen Anode die Kugel- 
oberflache kappenartig bedeckt. Dieser Entwicklung 
wird ein Ende gesetzt, wenn die negative Raumladung 
instabil wird (Bild 6c). DaB es erst jetzt dazu kommt, 
bestatigt, daB die negative Raumladung vorher fast aus- 


Kathode verlangert. schlieBlich aus Ionen bestanden hat, was auch wegen der 


geringen Feldstarkewerte in ihrem Existenzbereich den 
Erwartungen entspricht. Es ist anzunehmen, daB das plétzliche Umschlagen dadurch 
eintritt, da bei hohen Feldstarken — wie sie nunmehr in dem aufgesteilten Gebiet in Anoden- 
nahe herrschen — die Ionen ihre Ladungen freigeben, sich also in neutrale Molekiile und 
Elektronen aufspalten®. 

Wenn die Elektronen auf die Anode auftreffen, setzen sie eine groBe Energie frei, nadmlich 
die der Austrittsarbeit entsprechende Energie beim Eintritt in die Anode und ihre kinetische 
Energie, so da8 angenommen werden muB, da8 dadurch Thermo-Ionisation eintritt. Diese 
wiirde in Verbindung mit dem nunmehr starken Grundfeld zum Aufbau eines schnell vor- 
wachsenden Tragerschlauches fiihren (Bild 6d). 

Dieser Plasmaschlauch tragt nahezu das volle Anodenpotential in den Feldraum hinaus. 
Die auBeren Wachstumsbedingungen sind jetzt auBerdem bedeutend giinstiger als vormals 
fiir die Stromfaden, da nunmehr die Elektrodenspannung und damit die Feldstarken im 
gesamten Feldraum hoher sind. Die Plasmaspitze schieBt schon deshalb weiter in Richtung 


® L. B. Logs [7] hat nachgewiesen, daB in hohen Feldern 


E S 
> 90 die O2-Ionen eine so groBe 


eer Tal 
Energie erlangen, daB diese zur Aufspaltung unter Bildung freier Elektronen fiihrt. Dazu sind also bei 760 Torr 
Feldstarkewerte von wenigstens 68,4 kV/cm notwendig. 
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Kathode vor als friither ein Stromfaden. Bei nicht zu groBer Schlagweite erfolgt die Verlin- 
gerung bis zur Kathode, wo hierdurch der Durchschlag geziindet wird. 


5. Die Entwicklung zum Biischel-Durchschlag 


Bei schwachem Grundfeld und ausreichender Elektrodenentfernung iiberbriickt der Plas- 
maschlauch, der beim Umschlagen der Glimm-Entladung entsteht, nicht den gesamten Feld- 
raum, sondern endet vorher. Die Erscheinungsform ist das lange, positive Biischel, das wegen 
seines stielf6rmigen Ansatzes an der Anode auch als Stielbiischel bezeichnet wird. Die weit- 
reichenden Biischel setzen die Durchschlagfestigkeit der Luft stark herab. Sie haben die 
spezifische Mindestdurchschlagspannung der Luft von etwa5 kV/cm zur Folge. Bei nur geringer 
Luftfeuchte liegt sie bei 4,5 kV/cm, bei hoher steigt sie auf etwa 5,5 kV/cm. Es ist bezeichnend, 
daB auch der spezifische Spannungsbedarf der Stromfaden-Entladung einem Grenzwert zu- 
strebt, der in dem gleichen Bereich liegt (siehe Kurve 2 in Bild 5)’. Das steht mit der Beob- 
achtung im Einklang, daB stromstarke Leuchtfaden auch noch in einem Feldgebiet vorwachsen 
kénnen, in dem die Grundfeldstarke so niedrig ist, daB sie praktisch keine Rolle mehr spielen 
kann. Stielbiischel kénnen nur im sehr inhomogenen Feld entstehen. Der Feldverlauf in der 
Umgebung des Biischelkopfes ist dann praktisch tiberhaupt nicht mehr von den geometri- 
schen Abmessungen der Anode beeinflu8t. Vielmehr ist auch hier nur noch das Eigenfeld 
der Entladung fiir das Weiterwachsen maB8gebend. 

Die Feldstarke in der Umgebung des Biischels hangt von dem Spannungsabfall in der 
Entladung selbst ab. Das Kopfpotential des Biischels ist aber von seiner Lange weitgehend 
unabhangig, da die Entladung so weit vorwachst, wie ihr Eigenfeld es erlaubt. Es herrschen 
also am Kopf der Entladung unabhangig von deren Lange stets etwa die gleichen Ionisierungs- 
bedingungen. Das Biischel wird daher bei stufenweiser Erhéhung der Elektrodenspannung 
immer um die gleiche Wegstrecke vorwachsen, wenn die Stufenhdhe konstant ist und sich 
die Verhaltnisse im Entladungsschlauch nicht andern. Da8 die Temperaturen im Schlauch 
annahernd gleich bleiben, ist schon deswegen anzunehmen, weil die Anzahl der pro Zeit- 
einheit hindurchflieBenden Elektronen auf Grund der Vorwachsbedingung nahezu konstant 
ist und die Elektronen im tiberwiegenden MaBe am Entladungskopf gebildet werden, also 
von dort aus den ganzen hochionisierten Gasschlauch durchlaufen. So erscheint es verstand- 
lich, daB die spezifische Durchschlagspannung beim Biischel-Durchschlag bei einer gegebenen 
Luftfeuchtigkeit konstant ist. Erst bei sehr groBen Elektrodenabstanden (einige Meter) 
1aBt sich ein zunehmend flacher werdender Anstieg der Durchschlagspannung von Spitzen- 
oder Stabfunkenstrecken feststellen [8]. 

Da als Folge der Photostrahlung in der Umgebung des Biischelkopfes auch negative Ionen 
gebildet werden, so ist es nicht verwunderlich, da8 die spezifische Durchschlagspannung bei 
hohem Feuchtegehalt der Luft gréBer ist als bei niedrigem. Wegen des elektronegativen 
Charakters der H,O-Molekiile werden um so mehr Elektronen eingefangen, je mehr Wasser- 
molekiile pro Volumeneinheit vorhanden sind. Die schwerbeweglichen Ionen hemmen das 
Weiterwachsen der Biischel naturgem4B in gleicher Weise wie bei der Stromfaden-Entladung. 


6. Zusammenfassung 


Die positiven Vorentladungen haben einen starken Einflu8 auf die Durchschlagfestigkeit 
der Luft, und zwar auch dann, wenn gleichzeitig negative Vorentladungen vorhanden sind 
oder wie bei Wechselspannung sich negative mit positiven Vorentladungen abwechseln. Die 
fiir die Hohe der Durchschlagspannung maBgebenden positiven Vorentladungen sind die 
Stromfaden, das Glimmen und die Biischel. 

Bei nicht zu steilem Feldstarkeabfall vor der Anode leitet stets die Stromfaden-Entladung 
den Durchschlag ein und zwar je nach dem Grade der Feldsteilheit entweder ohne getrennt 


* Vel. auch den Verlauf der Kurven 3’ und 4’ (Stromfaden-Durchschlagspannung einer Kugel—Platte- 
Funkenstrecke in Abhangigkeit von der Schlagweite) in Bild 2 der Arbeit [2], die in ihrem geradlinigen Teil 
ebenfalls eine Steigung von etwa 5 kV/cm haben. 
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wahrnehmbare Vorentladung bereits beim Wert der Anfangsspannung oder im inhomogeneren 
Feld erst nachdem die Spannung iiber den Wert der Anfangsspannung hinaus gesteigert 
wurde. Der kathodengerichtete Kanal, der im ersten Fall sofort bis zur Gegenelektrode vor- 
wichst, unterliegt den gleichen Wachstumsbedingungen wie der vor Erreichen der Kathode 
absterbende Stromfaden, so daB in beiden Fallen von einem Stromfaden-Durchschlag ge- 
sprochen werden kann. Je gréBer der Bereich hoher Feldstarke ist, je weniger also die Feld- 
starke in Richtung Kathode abfallt, um so geringer ist der spezifische Spannungsbedarf der 
Stromfaden, der mit abnehmender Anodenkriimmung einem Wert zustrebt, der auch bei der 
Stielbiischel-Entladung festzustellen ist. Das steht mit der Beobachtung im Einklang, daB 
ein stromstarker Leuchtfaden ebenso wie das Stielbiischel auch noch in einem sehr maBigen 
Grundfeld vorwachsen kann, so da8 dann die Weiterentwicklung fast ausschlieBlich von dem 
Eigenfeld der Entladung bestimmt wird. 

Wenn das elektro-statische Grundfeld von der Anode zur Kathode hin steil abfallt und 
negative Ionen in Anodennahe gelangt sind, entsteht vor der Anode nur eine schmale Glimm- 
zone. Die negativen Ionen erhéhen in einem schmalen Bereich vor der Anode die Feldstarke 
und grenzen zugleich das Ionisierungsgebiet stark ein. Erst bei verhaltnismaBig hoher Elek- 
trodenspannung wird das Glimmen instabil und geht in einen zur Kathode vorschieBenden 
Plasmakanal iiber. Dieser ziindet, falls er die Gegenelektrode mit geniigendem Kopfpotential 
erreichen kann, den Durchschlag. Wenn er dagegen vorher endet, entsteht das positive 
Biischel, das groBe Ahnlichkeit mit der Stromfaden-Entladung aufweist. 

Die Biischel haben bei mittlerer Luftfeuchte einen spezifischen Spannungsbedarf von etwa 
5 kV/cm. Die Durchschlagspannung nimmt in diesem Fall linear mit der Schlagweite zu, 
wobei die Steigung dann 5 kV/cm betragt. 

Zum Schlu8 méchte ich Herrn Professor Dr.-Ing. R. STRIGEL meinen Dank fiir wertvolle 
Hinweise aussprechen und mich bei Herrn Dr.-Ing. H. WINKELNKEMPER fiir anregenden 
Gedankenaustausch und Ratschlage bei der Durchfithrung der Versuche bedanken. 
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ZUR INFORMATION 


Aus der Magnetton-Aufzeichnung hat sich in den letzten Jahren Ba Speicherverfahren entwickelt, das 
von grundsatzlicher Bedeutung fiir viele Gebiete der Technik geworden ist und in der Praxis sich anderen 
physikalischen Prinzipien der Speicherung als tiberlegen erwiesen hat. Neben den Abwandlungen des 
Platten- und des Trommelspeichers hat sich der Magnetkernspeicher schnell eingefiihrt, der der elek- 
tronischen Rechenmaschine eine noch breitere Anwendbarkeit erschlossen hat. So ist die magnetische 
Speichertechnik ein neues selbstandiges Wissensgebiet geworden, fiir das die theoretischen Grundlagen 
neu bearbeitet, die Prinzipien der Signalaufzeichnung und -abnahme sowie die konstruktive Gerate- 
ausbildung einheitlich tibergeordnet dargestellt werden mtissen. SchlieGlich ist die Entwicklung einer 
besonderen MeBtechnik wie auch die normenmabige Durchdringung dieser vielseitigen Technik erforder- 
lich geworden. Das vorliegende Werk bietet in diesem Sinne eine Grundlage fiir das noch junge Arbeits- 
gebiet ,, Magnetspeichertechnik‘‘. Es gibt dariiber hinaus einen Uberblick iiber die wesentlichsten An- 
wendungsgebiete wie Magnetton- und Studiotechnik, Fernsehen, Film, Rechentechnik und ihre viel- 
faltigen maschinellen Verfahren. Dem Ingenieur wird in diesem Buch, das als eine Gemeinschaftsarbeit 
der fiihrenden Fachleute auf den einschlagigen Teilgebieten entstanden ist, eine schnelle Orientierung 


uber den Stand der Technik gegeben, um Lésungsentwiirfe fiir neue Aufgaben zu finden. 
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